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Technischer Bericht Nr. 163

Wahrscheinlichkeitsdichte-Appreximation mit i[ilfe von

Momenten zur Zeichenerkennung und Prozelbbeschreibung.

Zusammenfassung:

Es wurde ein adaptives Verfahren zur Wahrscheinlichkeitsdichte-
approximation entwickelt.

Mogliche Anwendungsgebiete sind ProzeBlbeschreibung und Zeichen-
erkennung.

Als Momentenverfahren bendtigt es keine Speicherung der Einzel-
werte.

Es werden univalenzklassen gebildet, reprisentiert durch Nor-
malverteilungen. Jeder Aquivalenzklasse wird ein Satz von Mo-
menten zugeordnet. Wdhrend des Datenempfanges werden die ein-
laufenden Zeichen durch Verandern des Momentensatzes der ge-
wihlten Aquivalenzklasse cingordnet.

Wiahrend der blockweisen Verarbeitung wird ein Test auf die
einer jeden Klasse zugeordneten lMomentensidtze angewendet, um

zu priifen, ob Klassen zu zerlegen oder mit Nachbarklassen zu=
sammenzulegen sind.,.

Dadurcihh konnen Klassenzahl und Ilassengrenzen widhreud des Daten-
empfanges adaptiv bestimmt werden.

Stehen nicht geniigend Daten zur Verfiligung, so kainn der gleiche
Datenblock mehrmalig eingelescn werden.

Nine Modifikation des Verfahrens =ur Approximation von Mische
verteilungen, bei denen Hiaufigkeiten in Xlassen vorhanden sind,

liegt ebenfalls vor.
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1. Einleitung

Ausgangspunkt der Untersuchung war die Frage, ob man beim Klas-
sifizieren von Stichproben so verfahren konne, daBf man die be-
notigte Klassenzahl und die Klassengrenzen adaptiv bestimmen
konne, d.h., ohne vorher das Kﬁrvenbild der empirischen Vertei-

lung zu ermitteln.

Das ist vor allem wichtig, wenn man den Algorithmus zur Zeichen-
erkennung verwendet. Jeder Klasse entspricht ein Merkmal von
Taxemen, die weder nach Grofle noch Anzahl bekannt zu sein brau-
chen (unsupervised learning). Solange man keine Vorinformation
iiber die Verteilung hat, wdre man bei der iiblichen Speicherung
der Haufigkeit von Amplitudenklassen auf Vermutungen iiber die

zu wahlende Klassenzahl angewiesen und wiirde bei falscher Wahl

entweder Information verschenken oder unniitzen Aufwand treiben.

Dadurch scheidet eine grofBere Anzahl von Verfahren zur Trennung
von Mischverteilungen aus, die an sich sonst Vorteile haben.
Dazu gehdrt das Verfahren von Choi/Bulgren /1/, das die beob-
achtete mit der vermuteten Verteilung korreliert, und fiir die
Zerlegung in Normalverteilungen das bereits 1936 von G. Doetsch
/2/ angegebene, jedoch weitgehend unbeachtet gebliebene Verfah-
ren der GauB-Transformation, das innerhalb eines endlichen Intercr-
valls die gesuchten Normal-Komponenten in einer empirischen
Verteilungsfunktion mit Hilfe von FFT-Algorithmen zu bestimﬁen
gestattet. Aus dem gleichen Grund wird auf die grafischen Ver-
fahren nicht zurlickgegriffen, von denen diejenigen von Weichsel -~
berger (1961) /3/ und von Bhattacharya (1967) /4/ genaunt zu
werden verdienen, Letzterer erwdhnt u.,a, das Zerlegungsverfah-
ren von K, Pecarson (1894) /5/ aufgrund der Momente und bemerkt:
"The difficulties encounted with thése mecthods increase at a
tremendous rate as the number of components increases,{and the
general problem in which the number of components is unknown

and may be more than two, does not seem to have been considered

in the statistical literature."




Aus den vorher erwahnten Griinden, d.h., um den Speicherplatz
klein und von der Anzahl der Béobachtunéen unabhiangig zu hal-
ten, soll hier fiir jede erkannte oder vermutete Komponente nur
ein Satz von wenigen Parametern (hier sechs Momente) gespeichert
werden. Daraus ergab sich, daB bei der Zerlegung auf ein Momen-
tenverfahren zuriickgegriffen werden mufite. Dasjenige von K.
Pearson erschien am geeignetesten. Seine Bedeutung wird auch
dadurch unterstrichen, daB Robertson und Fryer /6/ (1970) die
Genauigkeit der Schatzwerte fiir die Komponenten bei der Zerle-
gung nach dem Verfahren nach K. Pearson abschatzen. Dabei wei-
sen sie darauf hin, daf es Fidlle gibt, in denen andere Verfahren
versagen, so z.B. die Maximum likelyhood Methode bei der Schiatzung

der finf Parameter aus einer Mischung zweier Normalverteilungen.

Der zitierte Einwand Bhattacharyas diirfte durch das vorgelegte

Verfahren entkraftet sein.

Die Zerlegungen nach K. Pearson stellen Zwischenldsungen dar,.
Sie haben nur vorlaufigen Charakter und werden laufend verbes-
-sert; die Frage nach der Zuverlassigkeit der Schdtzwerte aus den
Pearsqn-Verfahren ist daher fiir uns '‘von untergeordneter Bedeu-

tung.

Schliefllich sei noch bemerkt, daB die Normalverteilung als Kom-
ponente nur stellvertretend fiir irgendeine andere Verteilungs- :
art steht. Sie ist der Reprasentant der Kquivalenzklasse aller
eingipfligen Komponenten mit gegebener Lage, lohe und Dreité

des Maximums.

Ein auf Momenten basierendes Zerlegungsverfahren haben Rider /7/
(1961) und Blischke (1962) /8/ fiir Exponential- und Binomial -

verteilungen entwickelt.

Fiir die Verwendung von Normﬁl—Komponenten spricht jedoch, daB
sie haufig auftreten, z.B. bei Verkehrsmessungen in der Feramel-
detechnik (Rahko), bei Strommessungen an llalbleitern, in der

Spektroskopie bei genetischen Untersuchungen, in der [Fischerei-



kunde, um nur einige zu nennen.

Auch in der Regelungstechnik ist die genauere Approximation von
Dichtefunktionen zur Beschreibung stochastischer Variabler (Re-
gel- und Storgrofen) im nichtlinearen Regelkreis durch Normal-

verteilungen wegen der besonderen Rolle des GauB-Markoffprozes-

ses z.B. bei der Kalmanfilterung /9/ moglicherweise von Interesse.

2., Kurze Beschreibung des gewahlten Algorithmus

Die Daten werden blockweise verarbeitet. Sie sollen entweder ei-
nem stationdren Prozefl entstammen, es werden diesem Prozel dann
mehrere Blocke entnommen, oder einem veradnderlichem Prozefl, dann
kann ein Datenblock z.B. in einen billigen Umlaufspeicher iliber-

nommen und daraus mehrmals abgelesen werden.

Aus den Eingangsdaten wird filir jede erkannte bzw. vermutete Kom-
ponente cin Satz von 6 Parametern (Momenten) gebildet; zu DBe-
ginn der Approximation wird zundchst nur ein Momentensatz gebil-
det. Flir jede Komponente wird nun getestet, ob sie signifikant
‘von der Form der Normalverteilung a?weicht. Jede nichtnormale
Komponente wird nach K, Pearson in zwei normale Komponenten zer-
legt, falls dies moglich ist. Diese Zerlegung kann unter be-
stimmten Nebenbedingungen verhindert oder riickgangig gemacht
werden. Die Nebenbedingungen, unter denen man trotz Zerlegbar-

keit wdhlen kann, nicht zu zerlegen,sind:

1, Unterschreiten einer Schwelle S fiir den Anteil
einer Komponente an der Gesamtmischung (Mischungsfaktor)

ZODO S = 1 %

2. Fehlen einer Bayesgrenze zwischen beiden Komponenten

der Zerlegung

3. Fehlen einer zweigipfligen Summe aus beiden Komponenten

Die gewonnenen Komponenten werden nach der Grofe des Mittelwer-

tes sortiert.

Nach der Zerlegung werden die Daten des nichsten abgelesenen

Blockes auf die Komponenten verteilt, d.h, eine MelBgrofle wird



zur Korrektur des Momentensatzes derjenigen Komponente verwen-
det, in deren "Bereich" sie fdallt. Im Dereich sich iiberschnei-
dender Komponenten wird sie anteilig nach Mafigabe der Dichten

am Ort der MefRgrofen auf die vorhandenen Komponenten verteilt.

Im anschliefBenden Test auf Zusammenlegen werden die Parameter-
satze von je zwei benachbarten Komponenten daraufhin untersucht,
ob sie zusammengenommen signifikant vom Typ der Normalvérteilung
abweichen. Zusatzlich kann auch gepriift werden, ob zwischen ih-
nen eine Bayesgrenze existiert oder ob ihre Summe zweigipflig
ist. Je nach Ausfall des Tests werden die zwei benachbarten Kom-

ponenten wieder zusammengelegt.,

Einlesen und Aufteilen eines neuen oder erneut des gleichen Da-
tenblocke, falls zusammengelegt wurde, Test auf Zerlegen, Prii-
fung der Nebenbedingungen, Zerlegen, Sortieren der Komponenten,
Einlesen eines weiteren oder erneut des gleichen Datenblockes,
falls zerlegt wurde, Aufteilung, Test auf Zusammenlegen, Prii-
fung der Nebenbedingungen, Zusammenlegen werden so lange in ei-
.ner Schleife hintereinander ausgefiihrt, bis keine Zerlegungen
oder Zusammenlegungen mehr erfolgen' d.h. bis die gefundenen

Komponenten cndgiiltig sind.
Das Verfahren ist im Blockdiagramm S. 8¢ dargestecllt,

In den folgenden Abschnitten des Berichtes werden die einzel-
nen Schritte einschliefllich der dazu bendtigten Formeln behan-

\
delt.
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3. Erstellung des Parametersatzes

'

Die erste Stufe der Simulatioﬁ umfaft die Zerlcgung eciner Mi-
schung von mehreren Normal-, Dreiecks- oder Rechteckskomponen-
ten in zwei Normalkomponenten (Blockbild rechts oben, Ausgang b ).
Dazu sind die theoretischen zentralen Momente dieser Mischungen

zu berechnen.

3.1 Nullpunktsmomente von Normal-, Dreieck-und Rechteckverteilung

3.1.1 Bezeichnungen:

X stochastische Variable
P {XS x} = F(x) Verteilungsfunktion
n
X, = E {X } Nullpunktsmomente von X
K, =1
0
Mittelwert

C‘l : E X-u)" zentirale Momentle
Mp ~ {( }J)
myo=1 .
My =0

2 c ianz
pZ = 6 Varianz

4
3.1.2 Nullpunktsmomente der N(y, p, o ) ~Verteilung:

Es sei X N(x,O,i)——-vertcilt mit der Wahrscheinlichkeitzdichte

(WD) g(X) =

- S

— e 2 *"und der charakteristischen Funktion
Vzr 00
1.2 2

: 3 1
Y(t) = E {eﬂ:X} = l—-———/eltu e"Z% du = e "7t

Vere 2,

und Y = X + p eine Transformation der stocha-

stischen Variablen X , so daf Y N(y,p,dﬁz)———vcrteilt ist,



- -

Die zu Y gehorige charakteristische Funktion ist:

o) = {eit} . g {itTX) ' {eitp}'= Vigt) - e

2 : : 1 2
R AR S IR L R
- 2 -2
M (t) =" Dty [ip-02t] - (n-1) 62 "2) (1)
was man durch Schlufl von n auf n+1 beweist,
: s 2 n-1
"0y = ipet™(0) + i%ne 2" 1) (g,
und mit ot = i "™ (o)
X = ueX +n 6“20(
n+1 =M n n-1
Damit erhdlt man
<Xo = 1
Xy =M
dz =,U . F + 1-6‘201 :'-‘}.‘2 + 6‘2
oy = p3+ 3 p 0‘2
oy = pt+ule 430t
5 3 2 4
Ag= M + 10 0"‘+15,uo’ (1)
g - p8 4 15p%0 2 4 asp?e d 4 150 °

Die Koeffizienten stimmen mit denjenigen der llermitischen Po-
lynome Hen(x) iiberein. Die hierzugehﬁrige Rekulsionsformel fin-
det man in /10/ S. 782

Hen+1 (x) = x Hen(x) - n He 4 (x)

Durch Vergleich

M
. =N n -
[S&L- = i 6 Ilen ( & )
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und unter Benutzung der Formel 22.3.1 in /10/ S. 775 ergibt
sich schlieBlich: '
n
['23 (E) n-2m
w2, w
= '
Kp =0 N m! 2™ (n-2m)!




3413 Nullpunktsmomente der Dreiecksverteilung

A f(x)

f————— .
1
l -{h
| -X

-
a-h a a+h

Bild 1 a Dreieckverteilung

-1—2 [x - (a-h)] fiir a-h < x<a
f(x) = |

- 12 [x - (a+h)] fir a=< x < a+h
" .
0 sonst

a+h

/ W flu)d u

a-h

&

1 - (ash n+2
n+2 n+2 n+e

1 2an+2 _ (a-h) n+2
h2

R+1 n+l n+l
-h
- (a-h) o -(ash) g+ (a-m) ()
n+1l
+ (a+h) L%}%l ] und nach

Umformung

' 1 n+l ., _n+2 n+2
= h -2 =
S h2}n+1) (n+2) [(a+ : : + lah) ]

n
n . 3
mit (a+h) " = ZE: (1) gl gt

i=0




n+2

$2-% i " & &
;Z: <:+? a" LI B : »: (";%)(-1)1a"+2 L

i=1 i=1
n
2 n n+2 -l :
= h n+1 +2 E =1yl
E ) (n+2) a + 2 . C+2) a h ]
. i = 2,4,..
also
n
(7]
2 E n+2 ) n=21 .21
- —_—_— " a he?
&, (n+1)(n+2) (;]+2
i=0
¥, = 1
0(1 = a
2
_ .2, h
Xg ®Feg
. T | 2
CK3 = a“+ 3 ah
CK4 = a4 + a2h2+ h4
_ 15
3.2 4
_ oab 5 a“h ah
O<5 = a +—-—\3 +3_
(2)
4 2 6
a% = a6 + éi—g-— + a2h4+ %ﬁ




w 0

3.1.h Nullpunktsmomente der Rechteckverteilqng
f(x)
iy
— 2h "
- a - !

Bild 1 b Rechteckverteilung

R
—
ll—i

I T [(a+h)"+1 -(a-h)n+1J
2h(n+1)
n
1 i n-i
X, =-m——§(a+h)‘ (a-h)""
[n/2]
1 — n+1 n-2k, 2k
X, = a h
nooon+d 2_, (2k+1)
k=0
% =1
dl = a
2
2. h
042—a+—-3-
_ .3 et @
3 = a~ + ah
2%y 22242, WD
Xg = 2 8 5
0% = a5 +{¥l-a3h2 + ah4
6 (3)
a% = a6 + 5a4h2 + 3a2h4+ 9
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3.2 Zentrale Momente

3.2.1 Zusammenhang mit den Nullpunktsmomenten,

> o0
n n
Die zentralen Momente M, = E{(X‘P) } = ‘ka-y) f(x) dx
sind unabhangig vom Skalennullpunkt. wahlt man diesen bei J ,

setzt man also M * 0, so wird ﬂn=E {(X'P)n} = E {xn}-= a%.

Die zentralen Momente werden fiir M=0 zu Nullpunktsmomenten,

Bei einer Mischung von i Komponenten mit den Mittelwerten

*00

d‘l(l) = /xdFl(x)

- 00

X2y *° /:sz(x)

und den Mischungsfaktoren
1, z2$ LI zi X n]lt E Zk = 1
k
ist
o(l(ges) Z;Zko(l(k) ’

Verschiebt man den Skalennullpunkt' um diesen Wert, dann erhdlt

man die neuen Mittelwerte ‘K
Y1 ® “1(1) " %1(ges)

¥2 © *1(2) " %1(ges)
i = %1i) " %1(ges)

Die Momente um den neuen Nullpunkt sind nun auch zentrale

Momente der Mischung:

Po = }jk:
o M Zk—-'-‘zk ko 5_; Zkul(k)"“l(ges) X;Zk

M1 % (ges) " Ta(ges) T °
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Auch die weiteren zentralen Momente erhalt man aus den Null-
punktsmomenten der Komponenten, wobei nur zu beachten ist, daf
der neue Sknlennullpﬁnkt gegeniiber dem alten um‘xi(ses)
verschoben ist. Fiir die Mischung zweier normalverteilter Kom-

ponenten ergibt sich:

Ho = 2p + z,

}11'-'21 31+22'X2
2 2

] 2 2

Ho= 21 (31 + 0 7 ) + 2, (¥ + 0, )

3 2 3 2
2001+ 30 ) 2y, +3%, 0, ) (4)

=
w
1

3:.242 Grundsitzliche Anwendbarkeit des Verfahrens von Pearson

Am Ausgang b des Blockdiagrammes stehen die theoretischen zen-
tralen Momente von Mischungen aus Normal-, Dreieck- und Recht-
eckverteilungen zur Verfiigung. Es konnen nicht nur Mischungen
von Komponenten eines Typs, sondern auch solche, die Komponen-
ten mehrerer eder aller Typen enthalten, gebildet werden. Na-
tirlich war die Frage, ob sich solche Mischungen iiberhaupt auf-
grund der Momente in zwei Normalverteilungen trennen lassen,

grundlegend fiir die weitere Fortfiihrung der Aufgabe.

Bedenken hiergegen bestanden vor allem wegen der Aussage in der
Literatur /10/S. 304, daB. fiir die Anwendung des Zerlegungsver-
fahrens von K, Pearson sichergestellt sein miisse, dafl die Gesamt-

heit eine Mischung von nur zwei homogenen Gruppen sei.



Zerlegung einer Mischung
von drei ‘tei-
o rei Normalvertei e
lungen aufgrund der //’ //,
theoretischen Momente
.
/r\ \ ’\\
\ TN
Y. N\
Bild 2 /4 4 L
‘ 74 / £ \
) / ya A X5
4 7 X L ¢
/,/’ 7\ ‘\\\ N\
A N
z—"/ N \\ \‘-\—.
-8. 48 -5.12 -1.84 R 472 0. 8@
EINGEQEBENE WERTE.: , wwmiis se 5w sl omiss oo
T U GAUSSGVERTEILUNG )T T T T T T T T T
AAC 138 +300000 AMYC 134 24000000 ASiGMC 1)+ 2.000000
AAL 2)s *«400000 AMY( 2)s +000000 ASIGM( 2) = 2+300000
JAAL 3)e +300000 AMY([ 3)a *3,000000 . . ASIGM( 3)e . 148000C0 .
AUS EINGABEWERTEN BERECHNETE ZENTRALE MAMENTE DER MISCHVERTE ILUNG
MY1s ,002000000900E 00 MY2s  4809799999354E 01 MY3s  467199999990KE~01
. MY4s  ,163516379998E 03 . MYS5: 4199453799985E 02 MYGz +493981496492E 04
LOESUNGSKOMPINENTEN
BAL 1)s 411029 BMY( ()= “2.639724 BSIGM( 11 141877240
BAL 2)s 58897 BMY( 2)s 1.367732 B3IGM( 21 20126809
AMl® «,109139366213E=10 AM2e  4809799999987E 0Of AM3s  4,67199993583CE-01
AM4®  4163516379996E 03 AMSe  1199453799236E 02 AMGs  SC1442615858E 04

Im Bild 2 ist ein Deispiel fiir die Zerlegbarkeit einer ML chung

aus drei Normalhomponenten .zu sehen,

Die eingegebenen drei Normalkomponenten (strichliert) iiberlagern
sich zu einer abgeplatteten eingipfligen Summe, die aufgrund

der Momente in zwel Normallkomponenten zerlegt wird (durchgezo-
gen). Die Summenkurve dieser zweil Normalkomponcnfen ist im Rahmen
der Zeichengcnauigkeit deckungsgleich mit der Summenkurve aus

den drei urspriinglichen Komponenten.



- l‘x -

) Y/YMAX
Zerlegung eincr Mischung

.8
von fiinf Normalvertei-
lungen aufgrund der " I

theoretischen Momente.

|t

.2 DQ , ,
pild 3 e

“ii.es -7.88 -3, 22

EINGEGEBENE WERTE

AAL 1)s= +150000 AMY ([ 1)s #5.000000 ASIGMC( 13=
AAC 2)s +150000 AMY( 2)s *34000000 ASIGM( 2)=
AAL 3) = 1200000 AMY( 3]s +000000 ASIGM( 3]s
AAL 4) = «250000 T OAMY( 4= 3.000000 ASIGM( 4)=
AAC S)= »250000 AMY [ S)s 5+000000 ASIGM( S)=

AUS éINGABEWERTEN BERECHNETE ZENTRALE MQMENTE DER MISCHVERTEILUNG
AMY13 «0727535761418E-11 AMY2s= +1483033750000E 02 AMY3s
AMY4s 460012637807 03 AMYS3s «.,188007513851E 04 AMYb6s

Losung:

A m ,631984345884E 00 CMY® =4145993316459E 01 CSIGMAa
1»A & +368015654114E 00 DMY® 4 458092834318E 01 DS]GMA=
AUS ERGEBNISSEN ERRECHNETE ZENTRALE MOMENTE DEZR MISCHVERTE ILUNG

AMYLl® =e7273595761418E+11  AMY2s  ,148033749997E 02 . AMY3a
AMYbs  <460012637800E 03 AMYSs <.182007513848E 04  AMYés

1.0 s. 03 98.'20

2+000000
_ +150000
1,000000
2.000000
» 400000

=+202704750013E 02
«231995416905E 05

1299914706072E 01
+972580207975€ 00

_ »e202704750011E 02

+236283955643E 0S5

Auf das Problem der Zerlegbarkeit soll spiter noch ndher einge-

\

gangen werden, Die Beispiele in Bild 2 und 3 entkrdaften grund-

satzliche Einwande.

Der niachste Schritt in der Verwirklichung eines Klassifizie-

rungsverfahrens, das ohne Speicherung der Zwischenwerte arbei-

ten soll, ist die Derechnung des fir die Zerlegung bendtigten

Momentensatzes aus Realisierungen des beirachteten Prozcsscs,

Die daraus zu berechnenden biasfreien empirischen Momente

dienen als Schatzwerte fiir die tatsachlichen oder theore-

tischen Momente.



3.3 Empirische Momente

3.3.1 Bezeichnungen

X stochastische Variable

n Anzahl der Realisierungen

n k - k-tes emprisches
§ : X1 Nullpuunktsmoment

ao = 1
a, = M empirischer Mittelwert
1 k
mk = = § : (Xi-M) k~tes empirisches zentrales
i=1 Moment mit Bias
insbesondere:
n = 1
o
m1 = 0 \
m, = 52 _ empirische Varianz mit Bias
a, und m sind ihrerseits stochastische Variable.
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3.3.2 Zusammenhang der empirischen zentralen Momente und der

empirischen Nullpunktsmomente:

_ _ 3
m3 = a3 3a2M + 2 M
m4 = a4 4a3 M+ 6 a2M 3M
_ - 2 3 5
me = a5 5a4 M+ 10a3M 10a2M + 4M
_ _ 2_ . 3 4 -yb
m6 = 56 6a5 M + 15a4M 20 a3M + 15a2M 5M

k |
' k ; 5 .
My = ‘E (.)(~1) k=3 aij'J (3)

vergl. /10/ S. 928



J.3.3 Erwartungswert der gmp;risqben Momente

Der Erwartungswert von a, odef me wird unter der Voraussetzung
berechnet, daff die Xi zu einer Grundgesamtheit mit der Ver-
teilungsfunktion F gehdren. F ist in unserem Fall die Mischver-
teilung. Die Voraussetzung eciner gemeinsamen Grundgesamtheit
fir alle Xi ist jedoch nur formal erfiillt, da es ja gerade das
Ziel des Verfahrens ist, diese in mehrere Komponentenvertei-

lungen aufzuldosen.

3.3.3.1 Erwartungswert der Nullpunktsmonmente

e {a,) =E{71‘. i& xik} - & 2:15{"1"(}

=~

b
1]

2

Die empirischen Nullpunktsmomente sind biasfrei. (Man nennt

diese Eigensdhaft seltener auch Erwartungstreuec)

J.3.3.2 Erwvartungswert der empirischen zcntralen Momente

Die Bestimmung der Erwartungswerte der empirischen zentralen
Momente erfolgt mit dem Ziel, Formeln fir biasfreie empirische
zentrale Momente aufzustellen, Die Ableitungen sind langwierig,
jedoch nicht prinzipiell schwierig. Grundsitzlich werdsn die
zentralen Momente aus den Nullpunktsmomenfen gemd Abschnitt
3.3.2 berechnet, da sichletztere fortlaufend mit den Recalisie-

rungen des beobachteten Prozesses bilden lassen.



Ebenso wie die zentralen sind auch die empirischen Momente

n
k

=

Sl

m (X5 - M)
k 1 i

Im

unabhidngig vom Skalennullpunkt. Wahlt man ihn wieder so, daf

gilt
E {Xi} "= g =0

fir alle i=1...n

und sind die Xi, xj

E{x‘..xj Xy » } =0,

sobald mindestens ein Index verschieden von allen anderen ist.

’ xk paarweise unkorreliert, dann gilt auch

(Es ist iibrigens keine Unabhidngigkeit der Xi’ Xj usw. erfor-

derlich, sondern nur die Giiltigkeit der schwidcheren Forderung
E{Xi- xj} =E{Xi}-E{xj}V1, i)

Fiir die Berechnung der Erwartungswerte der m eeemg gehen wir

2
von den in Abschnitt 3.3.2 abgeleiteten Formeln (5) aus:

Wir bencdtigen die Erwartungswerte der Ausdriicke

1,2¢¢45
Lolinash

1 : k
ak . M | mit :

]
—

Da a
0

und ay M dist, 1dBt sich

z.B. M6 durch a und M5 ausdriicken:

6

Mo - 5

a1M

wdhrend fiir M5 die Moqglichkeiten bestehen:

n

Y

»

=
S

ndar



D Ableitung der Erwartungswerte E {akM1~1} mit 1 = 2...6

Zunachst verwandelt man in

1=4

w11, 1 5 X . ( ’ x)
a . = - N .
k il ;g; i ;;% i

die Produkte von Summen in Mehrfachsummen

ml=1 . 1 [ i A K
ak - ";T' Z Z e Z Xil Xi2 e 00 X_i.l
=1 T2=1 i1=1

Die Zahl der sich so ergebenden Summanden ist n1 (Variation

von n Elementen zur l-ten Klasse mit Wiederholung).

Fiir den Erwartungswert eines einzelnen Summanden

k
ist es wichtig zu wissen, welche Beziehungen zwischen den
il, i2...il hinsichtlich der Gleichheit oder Verschiedenheit
bestehen, da nach Abschnitt 3.3.3.2 ein Summand,in dem ein In-
dex von allen anderen abweicht, den Erwartungswert Null hat
und bei der DBetrachtung des Erwartungswertcs der Summe auller
Betracht bleiben kann. Der erste Index nimmt jedoch insfern

eine Sonderstellung ein, als er zum [Faktor X? gehort, Flir kf1

braucht E {XE} nicht Null zu sein, vielmehr ist allgemein

k
o } = Ky
\
Der erste Index kann also einzeln vorkommen,

Recht iibersichtlich ist es, sich die Beziechungen zwischen den

Indices an einem l-Eck zu verdeutlichen. Fiir 1 = 3 kommt z.B.3}
i3 i3 i3 i3 13
il i2 il 12 il i2 il 12 il i2
a b c d e
Dild &4 Kombinatorisches Schema der Beziehungen zwischen

drei Indices.




Der Darstellung im 1-Eck entspricht dic Zerlegung der Zahl 1

in ganzzahlige Sumnanden

1+ 1+ 1
2 + 1

3,

wobei jeder Summand fiir eine Gruppe gleicher Indices steht. Es

bedeutet

1+ 1+ 1 3 Gruppen von verschiedenen Indices mit je ecinem
Glied (Bild 4a))

2 + 1 2 Gruppen von verschiedenen Indices, von dencn eine
zwei, die andere ein Glied enthalt. Dabei gibt es
(2) = 3 Kombinationen. Sie sirnd in Bild'b) Hd) dar-
gestellt, Gleiche Indices werden durch Strich ver-

bunden gekennzeichnet.
3 1 Gruppe mit 3 gleichen Elementen (Dild 4e)

Es ergeben sich also hier fiinf Moglichkeiten der Zerlegung von
1 = 3, 15 fiir 1 = 4 und bereits 52 fiir 1 = 5 ., Wir verzichten
daher auf die Ableitung einer allgewmcinen Formel und begnligen
uns mit der Ableitung von {akMS als groBitem hier benotig-
ten Ausdruck, die wir vorfiihren werden. Fir kleinere 1 werden
nur die Ergebnisse angegeben. Summanden, deren Erwartungswert ()

ist, werden aQ sofort nicht mehr aufgefiihrt,



3.3.3.4 Zerlegung von 1=6 und zugehdrige Erwartungswerte # o

der Slxnnnapjtle;l

. K ‘
. ¢ B {xi X5 Xixixixi} My 4+ 5
. k &
4+2 Z L IR ERERY } = Mz My
k
, x.x.x.x.x.} i
3+3 - E{&i M T i = Mpy2 M3

k 2
2+2+2 S {Xi X XJXJXNXm} = Mrs1 M2

k
1+5 * { . 3 }
E «X X JXJXJXJ

Pk Hs
14243 : E {X J J meX Py Mo p3

: k "
haez € XK X )= Pk P32

Alle verschiedenen Erwartungswerte #% o des Produktes

n
zugehorigen nicht dquivalenten Indexandordnungen.

i
Xf Xe X X X X der stochastischen Variablen X und alle
i 7 "m P q

3.3.3.5 Multiplikatoren der Erwartungswerte aus 3-3.3.%

Der Faktor x? tragt stets den ITndex i , Br kann jeéden der

n Werte annehmen. Alle Erwartungswerte lkommen n-mal vor.,

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf ein beliebiges,
dann aber festgehaltenes i . Der Index i hat also einen Wert,

die Indices j und m konnen n-1 Werte annchmen,

Es ist dann festzustellen:
1. Wieviel Kombinationen der Gruppen gleicher Indices i, j, m

sich bei n-1 Elementen bilden lassen

2. Wieviel Permutationen mit Wiederholung bei fiinf Falktoren
moglich sind,

Kombinationen und Permutationen sind zu wmultiplizicren und bil-

den die Multiplikatoren fiir die Erwartungswerte der Summanden

bei festgehaltenem i .



1.) Multiplikator fir Miss

k
E {Xi SIS IR I xi} = Pias

Alle Indices sind gleich i und fest.
Multiplikator fiir Miss ist 1 .

2.) Multiplikator fir Mrsz Mo
DK X X XY -
TR TR TR B S Mk+3 M2
Hier ist der Index j frei'wﬁhlbar.
' n-1 n-1
Kombinationen C:l = ( 1 ) = (n-1)

Unter den 5 gleichberechtigten und daher permutierbaren Indices

. . : ; 3,2 _ 5! -
sind 3 mal i und 2 mal j Permutationen P5 S ooy ® 10

Multiplikator: 10 (n-1)

3.) Multiplikator fir Mpep M3

k
E {Xi Xi Xi Xj Xj XJ} E pk+2 F3

n-1
Kombination C: = (n-1)

1
Permutationen P§’3 = 10

Multiplikator 10(n-1)



w B% w

4.)
K
E '{Xi X X5 X5 %4 Xi} = M1 Ma

Kombinationnen (::-1 ‘= (n-1)
Permutationen P;’4 = 5
Multiplikator : 5(n-1)

2

k -
5. E{xf X5 %3 Xm Xm} = Frel M2

frei wahlbar j wund m, also zwei Indices

n-1 -1y (n-1) (n-2)
Kombimationen (: = - 9
2 2
, 1,2,2 _ 5! )
Permutationen P5 = 1175177 = 30

Multiplikator: 15 (n-1)(n-2)

k
6.) E {Xi X5 X5 X5 X Xi} = My Pe

n-1
Kombinationen (: = (n-1)
1

\

Permutationen Pg = 1

Multiplikator : (n-1)



7.) E {xi Xy X5 Xp Xy xm} = P M2 M3

n-1 (n-1) (n-2)

Kombinationen (:

2 2

Permutationen Pz’3 = 10

Multiplikator: 5(n-1) (n-2)

k
8.) E {Xi ijj xj mem} = M M3 By

Dieser Summand ist analog dem Summanden unter 7) und erhalt

den gleichen Multiplikator. Der Ausdruck
Px Pa P3 ist also mit 10(n-1) (n-2)

zu multiplizieren. Trotzdem sind 7) und 8) verschiedene Falle

z.B. kann

k : . . 5 :
1 X2X2X3X3X3 durch keine Permutation in

k \ - . :
1 X2X2X2X3X3 iberfiihrt werden.

X

X



Das Ergebnis der Ableitung lautet also:

E {akMS} = %E n [:Pk+5 + 10 (n-1) py,3 po

+ 10(n-1) Frsalz * 5(n-1) My.q1 Ma

2
+ 15(n-1) (n-2) gy g pp + (n-1) py pg

+ 10(n-1) (n-2) M Fo y3i]

Des weiteren sind:

: {akMd} - iz [}‘k+4  BR0-1) Prys Pz

+ 4(n-1) MPrse1 M3t (n-1) Mo Pa t

+ 3(n-1) (n-2) p, pg ]

3 {akM3}= %,3 [f'k+3 +3(n=1) p . Hp +(n-1) P3]

b

E {ak M2}= .'%_2. [MHZ v (n-1) p Pz]

. _ 1 v
E {akM} = ?‘- Uk+1 (6)
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Wir fiihren weiter die Berechnung des Erwartungswertes E{ms}
vor und teilen fiir die ibrigen empirischen zentralen Momente
die Erwartungswerte mit.

3+3.3.6 Erwartungswert von m.:

G

Wie in Abschnitt 3.3.2 gezeigt , ist

2 3 b

mS = 3¢ - 5a4 M+ 10a3M - 10a2M + 4M

_ 2Y _ynp 3 5
E {ms} . E{as} BE {a4M} + 10E {a3M} 10€ {a, M } + 4 E{M}
mit ﬂo=1 und p1=o wird nach den vorstehenden Formeln

Mg

E{as} = g ,, e {ay M} x A

E {a3M2} " %? [Fs + (n-=1) p, p3]
E {a2M3} = %3 [Ps + 4 (n-1) p, pé]

E {Ms}

E {a1r14} = ;17 [ps + 6(n=1) pg gy + 4in-1) i }‘3]_

%—4 [ﬁs +'10(n-1) Mo Pé]
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Die Formel fiir E {%kMS} wurde hier nicht bendtigt, obgleich
man auch M5 = aoMS schreiben und sie zur Kontrolle benutzen

kann. Benotigt wird sie zur Berechnung von E {mG} "

Nach kurzer Zwischenrechnung erhdalt man

E {ms} = (n-;%(n-Z) [(n2-29+2) pg + 10(n-2) PZPB]

Die Ergebnisse filir die Erwartungswerte aller zentralen Momente

lauten:
: {mo} ot
E{m} =0
£ {mp} = B m
-1)(n-2
£ {mB} . (n zén ) A5
e {mg} = i—;—l'[(nz-sms) g+ 3(2n-3) };22]
e {mg} = (n—;Z(n-z) [(nzugn»fz) pe+10(n-2) }th]
E =£L-1[4_5312_1 :
{ms} ng—l (n n~+10n On+5) e

3 2 ) 2
+ 15(n"-4n"+7n-5) Dop, - IQ(Zn ~6n+5) g
+ 15(n~2)(3n15) ,P23 ] -




3¢3.3.7 Deutung der Ergebnisse.

Die Erwartungswerte der empirischen zentralen Momente M, e o eMe
stimmen nur fiir n => co mit den theoretischen zentralen Momenten
HPoe e Pg iiberein. Diese Eigenschaft nennt man nach R.A. Fischer

Konsistenz der Schatzung.

Jedoch erhdlt man bei festgehaltener Stichprobengrifle n syste-
matische IFehler (m2 und m3 sind z.B. systematisch von zu klei-

nem Betrag). Man spricht hier vom Bias der Schiitzung.

Man wird also die Schdtzwerte fiir die Momente korrigieren, um
den Bias zu entfernen und eine biasfreie konsistente Schiatzung

zu erhalten.

Nicht gepriift wurde, ob diese Schatzungen auch effizient d.h.

von minimaler Varianz sind. Die an m, und m3 anzubringenden
" : : X . n
Korre%turen bestehen lediglich darin, die [aktoren ] bzw.
n ; : o
vor die m_, und m,_, zu setzen, bei den hdheren Momenten
(n-1)(n-2) 2 3

gibt es jedoch mehrere Moglichkeiten, den Bias zu eleminieren.

Die Vorgehensweise wird an der Erstellung der {formel fiir das
fiinfte Moment gezeigt. Die Formeln bis zum 4, Moment finden
sich ohne Ableitung auch bei Cramér /12/-5. 352 und stimaen mit
den selbst abgeleciteten liberein, allerdings findet sich auch
bei Cramer kein Hinweis auf die Effizienz. Diecser Frage kounnte
mit Riicksicht auf die Gesamtaufgabe nicht weiter nachgegangen

werden.
\

3.3.3. 8 Biasfreie Schatzwerte der empirischen zentralen Momente

Es war
E{ms} = ﬂ‘.'_l.}]_&ﬂ_‘_g_). [(112_2n'+2) Hg t 10(n~-2) Mo ;.13]

Es liegt nun nahe, das Glied Mo P3 durch ein solches, das aus

gewonnen wurde, zu kompensiercun,

3

dem Erwartungswert E {m2 m
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" 3 28 a2 Me_onD
m2m3 = a2a3 + 5a2M -3a2 M a3M 2M

E {a2a3} = %2- E{Z Z X,i2 X'J.3} = %—[psﬂn--l) }12)13]
i
2
E {az M} - 2, E{Z ;}; X" sz k}

1 :
= n_z [};5 + 2(n-1) Mo }13]

>

Die Erwartungswerte der iibrigen Summanden lassen sich aus den
Formeln (6) ablesen.
Also wird:

E {m2m3} = %—[}15 + (n-1) Mo }13]+ ;53— [}15 +
4(n-1) Mo p3] - %7 [PS + 2(n-1) Ho F%]

1 2
Sr [t o] B[ ]

E {62 mé} = (n-lign-Zl [(n-l) Yo+ (n2-5n+10) Mo F3]

Mithilfe dieser Formel kann man nun den Term u, p, in E {ms}
Formeln (7) Ydurch E {mz.m3} ausdriicken.

Mach elementarer Zwischenrechnung folgt:

2f_£(n2-5n+10) E{hs} -10(n-2) E~{m2m3}];
(n-1) (n-2) (n-3) (n-4) /'s

Daher hat der Ausdruck

M5 - n® [(n2~5n+10) me -10(n-2) m2m3J
(n=1)(n=-2) (n-3) (n-4)

den Erwartungswert Mg .



E {M5} = pg

Das biasfreie cempirische zentrale Moment M5 ist ein bias-

freier Schatzwert fiir Mg -

3:3.3.9 Rechengang fiir den biasfreien Schitzwert fﬁr‘pG

Wie aus Formel (7) zu ersehen, enthdlt der Erwartungswert von
3 ; 2 3 : ;
me auller a. noch Ausdriicke mit Ry Ny Py und P Um sie zu elé-

minieren, bencotigt man drei weitere Gleichungen, die man zweck-

3

mafig durch Bilden der Erwartungswerte von my, my o m§ und my

aufstellt. Diese Gleichungen sind dhnlich wie diejenige fir

den LErwartungswert E.{mG} aufgebaut und erhalten ebenfalls nur

3
3 2 °

Gleichungssystem, das man nach Pg auflost, wodurch Po Py F§

Ausdriicke in Pes Po® Pys P und n Man erhidlt ein lineares

und pg eleminiert werden.

Der biasfreie Schiatzwert fir M, setzt sich also aus den Erwar-

- : a ; 3 2 - 3} ;
tungswerten E {mG} y E {mz mq} y E {m3} und E {mz multipli
ziert mit Ausdriicken aus Potenzen\von n zusammen.

Die Erwartungswerte E {mz mQLE {mg} und B {mg} wurden von mir
bercchnet. Die letztgenannte Umformung zur Erstellung von M6
wurde aus Aufwandsgriinden nicht mehr durchgefiihrt. M6 wird nur’

fiir den Symmetriefall mitm,=0 und m_. = (O benstigt und ist da-

3 5

her praktisch entbehrlich, ggf. macht man keinen grofien Fehler,

2 s N i
wenn man mit m6 anstelle von M6 rechnet.

Es zeigt sich deutlich, daB abgeschen von den einfachsten [Fal-

len, die Erstellung der FFormeln fiir M,  schr aufwendig wird.

k

Von R.A. I'isher wurden die Kumulanten (Semi-Invariaunten)

cingefithrt, {ir die sich entsprechende Berechnungen betracht~
4

lich vereinfachen lassen, Als Literatur zitiert Cramer

/12/ S. 352. Trotzdem erschien es



nicht gerechtfertigt, flir das anschliefende Zerlegungsverfah-
ren die Pearsonvariante von Charlier/iB/ zu verwenden, Die Be-
rechnung der biasfreien Schéatzwerte fir pz...ps, der biasfreien
empirischen zentralen Momente M

2
manipuliersystem Fordecal auf der IBM 360/67 bewiltigt wexrden:

...M5 konnte mit dem Formel-

2 2
M2 % ‘somal m, = L }:: (Xl-M) =S

n-1 n-1
2
3 n
M3 = ma
(n-1)(n-2)
n [:(n2-2n+3) m, =3(2n=-3) m 2 ]
M. = 4 2

(n-1) (n-2) (n-3)

\

M = n? [(n2—5n+10) mg -10(n-2) m2m3]

= (h=Ty (n=2) (n=3) (n-4) (8)




Lk, Zerlegungsverfahren nach K, Pearson

Mit den theoretischen zentralen- oder den empirischen biasfreien
Momenten stehen Ausgangsparameter filiir das in dieser Forschungs-
aufgabe entwickelte Wahrscheinlichkeitsdichteapproximations-
verfahren zur Verfiigung. Wichtigster Bestandteil dieses WD-
Approximationsalgorithmus ist ein als "Zerlegung' bezeichnetes
Verfahren von K. Pearson. Es soll kurz geschildert, und eine

Reihe seiner Figenschaften sollen untersucht werden.

Grundlegend fiir das gesamte W.D.-Approximationsverfahren ist die
Moglichkeit,unter gewissen praktisch hdufig gegebenen Bedingun-
gen zu einer empirischen Verteilung mit den Momenten Mz...M5
eine Mischung von zwei normalen Komponenten mit gleichen Momen-
ten Py = M2 PP PS = M5 zu finden., Den Zusammenhang dieses
Problems mit einem Wirmeleitungsproblem zeigt G. Doetsch /2/.
Aus seiner Analogie erkennt man auch, daf die Bedingungen nicht

immer erfiillt sein miissen.

K. Pearson hat die Aufgabe, aus Pz...ps die Parameter decr Kom-
ponenten zu berechnen,1894 gelost /5/. Sein Verfahren fiihrt auf
eine Gl. neunten Grades, deren siamtliche reelle Wurzeln er in
Betracht zieht. Jede von ihnen kann auf zwei Komponenten fiihren.
Wir bezeichnen in diesem Fall die Komponenten als Zerlegung

der vorgegebenen empirischen Verteilung mit Mz...M5 .

Es gibt entweder keine, eine oder mehrere Zerlegungen ciner
empirischen Varteilung, wie bereits K., Pearson feststellte., Die
Mehrdeutigkeitkann im Zusammenhang gesehen werden wmit der Mehr-
deutiglkeit der Losung des modifizierten Momentenproblems nach

Hamburger.(Schnetterer, 1966, s. 144 /14/) .

In diesem Bericat wird diskutiert werden, .welche Losung im lalle

der Mehrdeutigkeit zu wiahlen ist.

Der Vorschlag von K. Pearson, dazu das scchste Moment M6 heran-
zuziehen, hat sich nicht bewdhrt - jedoch hatte Pcarszon selbst

einschrankend hinzugefiigt daB im Fall von zwei Liésungen, deren




sechste Momente oft wesentlich dichter benachbart sind als eli-
nes von ihnen mit dem sechsten Moment der empirischen Ausgangs-

verteilung.

1971 hat E.R. Berger den Bereich, in dem zur Lésung brauchbare
Wurzeln der Pearsongleichung gesucht werden miissen, durch ecine

Ungleichung sehr eingeengt /46/.

4,1 Beschreibung des Zerlegungsverfahrens

Es werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt.

Zl’ 22 Mischungsfaktoren
Y1 Y2 Mittelwerte der Komponenten
61, Gé Standardabweichungen der Komponenten.

1t P2 =M (9)
¥1 - F2 = P2 (10}
Py - P, = Py (11)

\

2
(9 0, = 3 ) 15 = 10 p, py- 3 pig (12)

Der Skalennullpunkt wird so gewdahlt, daB der Mittelwert =0

ist. Fiir Mo ™ M6 gelten dann in Fortfiihrung der G1'n (4)




Hy =72y +1Z, =1 (13)

M, ¥y iy, =0 (14}
2 2 2 2

Mo =Zl(’31 +6"1 )4-22 (3’2- +6‘2 ) (15)
3 2 3 2

Mz =T (¥ 31 01 )+ (Y, + 30, (16)
4 2 2 4 4 2 2 4

Mg = 1) (¥ +5% 0y

5 3

Mg = 13(gn +109) 03

6 4

He = 7,0y *15y, 6, + 45y, 6, + 15 67 )

6

+ 2, (¥, + 159, 6, + 459, O, + 1506, ) (19)
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+30"1 )+Zz(a(2 +632 6’2 +3(‘5’2 ) (17)

2 4 5 3 2 4
+15316'1 ) + 22(3‘2 +10'3’2 6’2 + 153’26'2 ) (18)

2 2 4 6.

4 2 2 4 6

Aus den G1'n (13) und (14) folgt:
7, - - 32
l M- Y2

. 20

- Y (20)
LI

Es soll gelten 057
d.h., nur additive M

(Z <0 bedeuten

1’2
und soll hier aufer

<1 : 0%
ischungen werden betrachtet.
"aussterben" einer Population oder dergl.

Betracht bleiben)

Mit (14) folgt:)ﬁ und 3@ ‘missen verschiedenes Vorzeichen

haben! yz_é_ 0, 3’1?- 0

Da gleichzeitig gﬁ

(22). Dies wiederum bedeutet: p, =3 . ¥, <0, (22

und 3@ reell sind, muf dies auch fiir Py gelten,



Aus den G1'n fir die Momente der Mischung zweier Normalver-
teilungen G1'n (13)-(18) stellt K. Pearson eine GI. 9ten

Grades in Py auf, die wir in Zukunft auch kurz die "Pearsongl."
nennen wollen:

9 7 2 6 2 5

2 2 4 4 ;. 3
(148 ug A, + 22 ) p, + (288 uy ~ 12X, A5 pa- X,7) by

2 4

2 6 ,
) Py + 32 pg Aup, - 24 g =0 (21)

+ (24 ).13315 -7 )132,14

Von dieser Gleichung interessieren nach (22) nur die nega-
tiven, reellen Wurzeln.

K. Pearson gibt weiterhin folgende G1'n an:

2
3 _, 3
3 =
2 3
4 p3= - A4p2 + 2p,
, P3
und damit wegen (11) pp = — (23)
P2

SchlieBlich findet man Y1 und Yo als Losungen der quadra-
tischen Gleichung

\

Yoy e, = 0 (29)

2 2
daraus ergeben sich mit (20) Zy und Ly, wahrend 61 und 6&

aus (15) und (16) abgeleitet werden:

1 1
0 =, - Al oS poa+op
1 T M T3 Y, T3 171 % P
2
~ 1 M3 1 ;
T2 Tl T3 T3Vt (28)
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Lh,2 Notwendige Dedingung dafiir, dafl zu p, eine Zerlegung gfhort
- e D _

K. Pearson hat alle reellen Wurzcln seiner Gl. neunten Grades
auf die Moglichkeit einer Zerlegung untersucht, Im vorigen Ab-
schnitt haben wir dann gezeigt, dab Py negativ und reell sein
mufl, damit die Zerlegung als Addition zweiecr Komponenten er-

scheint.

E.R. Bergér hat 1971 .eine untere Schranke fir Py gefunden, P,
muBl notwendig oberhalb =My liegen, Die Ableitung ist wie folgt:
Die Pearsongl. (21) ist gedacht fiir unsymmetrische Mischvertei-
lungen, dann wird aus (22) y2<o<yl . Aus den Gl1. (25)

wird durch Multiplizieren mit 'yz bzw, 'yl :

(B + D)Wy = 3 ( My + Py)

2
Y, 0

Yy 6 (pgp + py) Yy - 5( syt py)  (26)

612 und 6}2 tatsdchlicher Komponenten miissen pos., und reell

sein,wegen (22) wird:

2 2
Y20, <0, ¥, 6, >0,

1
Da in beiden Glcichungen (26) -3 (pg3 + p3)

enthalten ist, gilt auch

(P + P Y, < (hp+pp) Yy

und da yz rd '\/1

notwendig
Moy * Py 2 0
[~ 15¢pp< 0 (27)

Diese Bedingung ist duRerst nilitzlich, da von (21) nur die recellen
Wurzeln im Bereich - p, bis 0 gesucht zu werden brawvchen, Die An-
(=]

zahl dieser Wurzeln kann mit Hilfe der Sturm'schen Kette bestimmt



werden., Obgleich auf dieses Verfahren noch eingegangen wecrden

soll, sei hier bereits ein Ergebnis vorweggzenommen:

1. Bei allen sehr zahlreich gerechneten Beispielen gab es stets

zwei oder keine Wurzeln, die Bergers Bedingung (27) erfiillten,

2. Die Gl. von K, Pearson hat keine weiteren negativen Wurzeln.,

Dabei wurde keine Voraussetzung iiber die Verteilungen gemacht,
aus denen die Momente berechnet wurden. Um die Bedingungen 1.,

und 2. zu beweisen, konnte man daran denken,das Verfahren der
Sturmschen Kette mit allgemeinen Zahlen durchzufiihren. Nimmt

man jedoch beliebige Zahlen anstelle von Momenten, dann gelten
die obigen Feststellungen 1. u. 2. nicht. Es mufl also den Be-
ziehungen zwischen Momenten Rechnung getragen werden, Eine Be-
wel sfiihrung ist daher sehr aufwendig, wenn sie iiberhaupt gelingt.

Die Bedeutung des Beweises rechtfertigt solchen Aufwand nicht.

4,3 Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dabl zu

p? eine Zerlegung gehort.

\

Die Bedingung (27) ist notwendig, jedoch nicht hinreichend, d.h,.
falls sich zwischen - My und o zwei Wurzeln finden, kdnnen beidel
eine oder auch keine zu einer Zerlegung fiihren. Im ersten Fall
liegt dann eine zweideutige Ldsung vor, |

DaB die Bedingung (27) nicht hinreichend ist, liegt daran,

daf3 sig erflillt sein kann'ohne dafl die Voraussetzung }b Gf £ 0
y& G 2 0 ,unter der sie abgeleitet wurde, erfiillt sein muB.

2
Bezieht man die G1'n (26) voll mit ein, dann wird

2
392 01 =3 (Mt p)¥, = (pg + py) 20

5 .
3 71 6} = 3 ( Mo+ p2)3)1"( My * p3) > 0
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also:

3( Ho t pz)’yg < pg # P3<:M Mo + pz)}’l (29)

Diese Bedingung ist hinreichend fir die Existenz einer zu Py

gehorigen Zerlegung mit positiven Varianzen.

Sonderfall ¢ = 6, = 6§ 0

Wir gehen aus von Gl'n (25):

2 Ma+p
Cfe 6 = (py ey -
3%y
2 2 M3*P3
6 - 6'2 = (}12+p2) -

(p3+P3)‘Kl = (p3+p3)X2

Sind’b’1 und‘x2 $0 (unsymmetrischer Fall), dann haben sie ver-
schiedenes Vorzeichen, daher muB‘p3 +- p3 = 0 sein; sind sie

aber (beide) Null, so ist dies ebenfalls notwendig.

M3t Py = 0 (30)

Nur in diesem Fall ist die Bedingung (27) zugleich notwendig

und hinreichend.

s wdre winschenswert gewesen, bereits am Momentensatz Mz... M5
zu erkennen, ob Gl (21) zu Zerlegungen fihrt. Abgeschen von dem
Fall, daf sich aus der Anwendung des Verfahvens der Sturam'schen
Kette ergibt, dap in (- FQ'O) keine Wurzel vovliegt, ist dies

nicht gelungen.




Es soll nun versucht werden zu ze¢igen, wie es dazu kommt, daf
eine Wurzel nicht zu einer Zerlegung (iihrt. Daraus ergibt sich
ein Zugang zum Problem der zwei Losungen ciner Zerlegungsauf-
gabe und eine henristische Negel filr die Auswahl einer der IL.§-
sungen. SchlieBlich 1lafBt sich in diesem Zusammenhang beweisen,
daff im interessicrenden unsymmetrischen Fall Py, = 0 und

P, = = P, sclbst keine Losungen der Pearsongl. (21) sein kin-
nen, womit eine wichtige Voraussetzung fiir die Anwendung des
Verfahrens der Sturmschen Kette im Intervall (- Por 0) gegeben

ist. Wir beginnen mit dem letzten Punkt.

4,4k  Ausschliefen von P, =0 und p, = - p,_

als Wurzeln von Gleichung (21):

Im folgenden sei F(x) eine unsymmetrische Mischverteilung mit
l‘viz#O,lHB#O,MS#Obzw. ).1240, }13#:0, psf-O.

Die Pearsongleichung (21) ist fiir diesen Fall vorgesehen.

Die Losung des Zerlegungsproblems im Symmetriefall wird im

Anhang behandelt. In den Formeln von K., Pcarson werden die Momente
ﬁﬁr"Fs bei der praktischen Zerlegung durch Mz...M ersctzt.

5
M, = O bzw. p3 =0 hieBel in Gl. (21) verschwindet das absolute

3
Glied : - 24 p%,
Damit gdbe es mindestens eine Wurzel Py = 0.
Indem wir den Symmetriefall ausschlieBen, fordern wir:

\ pz#-'ol,'
wegen (10) gilt dann auch

Yi+0, ¥, %0 €31)

Wiare nun p, = - p, dann kdme aus G1.(29)

0<P3+p340 (32)
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04£0 ist ein Widerspruch, also muff gelten:

Wiirden die ¢ Zeichen in (31) durch % ersetzt, dann stande

anstelle von (32) :

Das widre nur moglich, wenn:

}13 + p3 =0 ware.

Gleichungen (28) wiirden dann

2
3y, 6, =3%0+y, -~0=0
3y, 0% =30y -0=0 (38 .

+ O (35)

da es sinnlos wire, mit Komponenten verschwindender Varianz

zu arbeiten/

y1 30 , 'yz 3+ 0 galt wegen (31).
Damit entsteht in den Gl'n (34) ein Widerspruch.

Ergebnis: Es gibt keine Wurzcln Py = 0 und Py = = Mgy
der Pearsongl. (21), die zu Zerlegungen fiihren koénnen.
Die Werte 0O und - Po kénnen als Greunzen im Verfahren nach

Sturm verwendet werden.
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4.5 Numerische Betrachtung des Auftretens der

Doppelldsung.

Eine Doppelldsung tritt auf,'wenn beide Wurzeln Py im Inter-
vall (- Poo 0) und die zugehdrigen Werte pi’ N 1 3}2 uswe.

die hinreichende Bedingung (29) erfiillen. Geht man bei der
Simulation von Momenten aus der Mischung =zweier Normalver-
teilungen gemdn (15) bis (18) aus, so zeigt sich, dap (29)

dann von beiden Wurzeln Py befriedigt wird, wenn der Abstand der
Mittelwerte 'y1 und 'yz kleiner oder wenigstens nicht wviel
grofler ist als die kleinere der Standardabweichungen 6, , 67, .

1 2
Um diese Angabe zu prédzisieren,sollteman die Pearsongl. mit

normierten Werten z.B. mit

Y-V

—5:1'72— ; Yo < Y, ableiten
Das war im Rahmen der Gesamtaufgabe zeitlich nicht moglich. Wir
werden uns mit einem Zahlenbeispiel begniigen, an dem sich alles

Wesentliche zeigen lant.
Wir wollen folgende Bezeichnungen einfiihrent

Bei dem Zahlenbeispiel gehen wir von einer Mischung aus, deren
theoretische zentrale Momente gemiaB (15) - (18) berechnet wefden.
Wir nennen diese Mischung im weiteren einfach "Ausgangsverteilungh
Bei der Lésung der Zerlegungsaufgabe wird stets als ein Lrgebnis
die Ausgangsvérteilung zuriickgewonnen., Diese Losung wollen wir
als Hauptlosung bezeichnen; daneben gibt e¢s im Falle der Zwei-
deutigkeit eige "Nebenlssung", das ist eine Lﬁsung; die in den
Momenten pz...ps mit der Hauptlosung ilibereinstimmt, nicht jedoch

in allen hoheren Momenten.,
Es seimn eine zweideutige Zerlegung gegeben, Wie das Experiment
zeigt, vollzieht sich der Ubergang zur eindeutigen Zerlegung so,

1
eine Komponente der Nebenlosung immer schmaler und hiolier wird,

daf mit kleiner werdendem 6. und 6, ﬁngenﬁber Y, - 3)
2 1 2

zur Spitze entartet und schlieflich eine negative Varianz be-
kommt | womit die gesamte Nebenlosung nicht wmohvr als Zerlegung

sme2lten kann, die Zerlegung ist also eindeutiy geworden,




Solange die Nebenldsung existiert, gilt Gl. (29) auch fiir ihre

Werte, die durch ' gekennzeichnet seien:
1 ' ' A\l |}
3 (p, + p}) Yo' <P3 + Py < 3(py + p3) WY

Mit 674 und 67 der Ausgangsverteilung verkleinert man Poo oh-
ne daf sich die anderen Werte stark édndern. Dadurch verkleinert
sich p, + p} und dig Grenzen 3(}12 + pé)*yé und 3(p2 + pé))}1
ricken naher aneinander. Da P3 + p5#=0 (auBer wenn 6‘1 = 6’2),
kommt der Punkt PB + p3 schlieBlich auflecrhalb der soeben genann-
ten Grenzen zu liegen. Die hinreichende Bedingung (29) ist ver-
letzt (obgleich die notwendige (27) - My &Py & 0 noch gilt),

die Nebenlosung ist verschwunden.

Wir betrachten ein Zahlenbeispiel und wdhlen als Ausgangsver-

teilung die Mischung:

Mischungsfaktoren Mittelwerte Standardabweichungen
z1 = O,? my1 = =2 6& = 2,099
2, = 0,3 my, = +2 6& = 2,099

)
Die Mittelwerte wurden mit my bezeichnet, um Verwechslungen mit
empirischen M oder theoretischen p Momeuten oder mit auf Mittel-
wert der Mischung bezogenen Mittelwerten 4 zu vermeiden. Der
Fall 6° g = 6’ 5 = O wurde gewdhlt, weil ecr sich einfacher
rechnet und alles crforderliche zeigt. Fiir die Nebenlosung ist

natiirlich 6* Q # a"z "

Wir finden mit (14) als reduzierte Mittclwerte der Ansgangsver-

teilung

»y = - 1,2 H y = 2,8
2
und daraus mit {(9) (10) (11)

Py 7Yy *Vp = 1,6
pz ’—"y.l’y2 ='3936

Py = Py Py =-5,376




Fir p, und Mg findet man durch Einsetzen von (9), (10) und (11)
in (15) und (16)

2 2

Bz = - P2 * - 6;2 : }36;1 20

2 2

Pqg = =Py * 3 Py T2 GJi (37)
Y- VYo

hieraus wird fir 6’1 =6,

u2=-p2+6'2 = 7, 765801

uy = - Py = 5, 376

(G1. (37) enthalt Gl. (30) als Sonderfall)

L3st man Persons Gl. (21) auf, so gewinnt man zur Hauptlosung
gehdrig p, = - 3,36 zuriick.
Daneben findet man

Py = =1, 07213676115

p5 = 2, 5064946424
P, = 2, 3378497349

Yo = -2, 7305016689
yy = O» 3926519340

Hp, + pY) Yy = - 5% 8311841259
P3 * p5 = 7, 8824946424
3(py + PRI YY = 7o 8898406267

Die Bedingung (29) lautet

- 54, 83 ... < 7, 88249h6h42h £ 7, 8843406268
sie ist noch giiltig, obgleich erkennbar wird, daB rechts fast

das Gleichheitszeichen gilt.

Die zu diesem Zahlenbeispiel gehorigen Summenvertcilungen

sind im Bild 5 zu sehen. Die Nebenldsung tragt die Spitze.
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Bild 5 Iaupt- und Nebenlosung einer zweideutigen Zerlegung

Dic beiden Zerlegungen und die daraus reproduzicrten Momente

sind: (Erklirung der Parameter S. 46)

LSGs =41C7213676115 Q1

A = L1257229C1890E ©O CMYs »+35305C166894E 01 CSIs +446270390596E-01 !
1=As  .874277298112E 00 DMY= »e407348065986E GO DSI= 276693710947E 01
AM1= »,36379788C709E~11 . . AM23 +776580099937E 01} AM3z . 53759999996 1E oxi
AM4b=E  ,166945395510E 03 AMS5=  +286745141745E 03 AM63  ,629509018657E 04

LSGe =+336000000010E 01

A = 46999999999064E CO CHYa ..eoocoocoooaBE ol CSIs +209399999590E. 01
-1=A=  +300000C0003%8E 00 DMYa  +1925999999937E 01 DSI= +209900CC0016E 0O}
AM1= «4109139364213E~10 AM2s  +776580099994E 01 AM33  +537599999935E 01
AMbs 4 166945395510E 03 AMSs  +286745141737E 03 AMb3  W567898347637E Q4

Diec Momente pz...ps stimmen bei beiden Losungen iiberein. In den

hoheren Momenten weichen die Losungen voneinander ab,

. N AT . . .
Als zweites DBeispiel geben wir die Paramecter von folgenden nor-

malen Komponenten ein:

2, = 0,3 . omy, = -2 6, = 6
Zgy Q47 . my, = +2 6’2 = 6
Wegen 6’1 = 6‘2 mufl gelten Pj = - p3. Da die Mittelwerte mit den-

jenigen vom Beispicl 1 libereinstimmen, wihrend die MHischungs-~
Falktoren lediglich gegeniiber BDeipspiecl 1 vertauscht sind, was
ciner Unkechrung der x-Richtung entspricht und zur Vorzeichenuam-

kkehr der ungeraden Momente fiithrt, miisseon Py = -yl‘y 5 und
& <4




1p31 =l(}a)%)(y1 +)b” in Beispiel 1 und 2 iibereinstimmen.,

Dies gilt mindestens fir die Werte p, und , die zu den

Py

eingegebenen Komponenten gchoren. Abweichungen in P3 sind auf

Rundungsfehler zuriickzufiihren,

Interessanterweise stimmen jedoch beide Wurzeln Py und pé und
bis auf die letzten Stellen auch alle Koeffizicnten der Pearson-
gleichung in beiden Beispielen iberein. Die Abweichungen werden
voraussichtlich auf Rechenungenauigkeiten zuriickzufiihren secin.,
Die Ubereinstimmung der Pearsongleichung bei bis auf P3 vonein-
ander abweichenden Momentensitzen 1daBt sich sicher leicht exakt
beweisen, jedoch besteht dafiir keine Notwendigkeit, da die Aus-
gangsvoraussetzung 6’1 = 6’2 praktisch nie erfiillt ist und es
hier nur darauf ankam, zu zeigen, daB bei festgehaltenem Py p3
(und FB) sowic der Vit Vo Existenz oder Verschwinden der Neben-
losung nur von der Grofe von Po abhing. Iir 6’1 2 6’2 wird die-

se Aussage nur naherungsweise gelten.,

Die Nebenlosung hat die gleichen Mittelwerte und gegeniiber Dei-
spiel 1 zahlenmifig gleiche (nur vertauschte) Mischungsfaktoren.
Nur die Standardabweichungen sind gegeniiber Beispiel 1 verdandert.
Beide Losungen unterscheiden sich }nxﬁl/GéNbrhaltnis ihver Kom-
ponenten nicht mehr stark. Wie Bild 6 zeigt, decken sich die

Summenkurven aus beiden Zerlegungen.

chideutige\Zerlcgung

mit deckungsgleichen

Summenlkurven.

Hauptlosung

- = Nebenlosung

Bild 6
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[Tauptldésung

LS8Ge «43360C000CC22E O

KoBG

A4 .299794999719E 00 | C¥Ye +.25000CC0CH96E 0} . CSIs  #599299799980E 01

Lehs 7902000532778 0D DMY*  +199999399925€ 01 0Sle  +600000000C0SE 01

AM1s +,727595764418E01] A“2s  +393599999996E 02 S woRdRasn iSRS B

AMbe  (£53365119994E Cb . AMSw «4153526928117E 04 . AM63 2906683105263¢ 06
Nebenldsung

LSGs «,1C72136761C4E OF

A n 4742770281128 GO CMY2  4407348066023E CQ CSIs  +626699321370F 01
TeAw  ,1237229C1392E 00 CMYs  4333050166876E 01 DSl 562304888528 01
L AMIs <.3637972807C9Es11 .. AM2s  41393599059996E 02 .. AM3a =,537600000249E 01.
AM4= 463365119994 Q4 AMSe «4193524928084E 04 AMb = 2v907252211967€ 06

Parameter zu Bild 6

A, 1 - A Mischungsfaktoren

CMY ,DMY Mittelwerte

CSI,DST Standardabweichungen

AM1...AM 6 Zentrale Momente :
I.SG Wurzel der Pearsongleichung.,

Dies ist ein sehr praktisches Ergebnis:
Liegt schon eine Doppelldsung vor - ist also (my1 -~ myz) nicht

grofy gegen & und 6‘2 -~ dann ist dieser ['all fir die Zeichen-

b
erkennung ohnchin uninteressant. Klassen, deren Varianzen nicht

klein sind gegen ihren Abstand, sind nicht zu trennen.,

Ist dann zusaitzlich 61/6,1n beiden Losungen nicht schr unter-
schiedlich, dann untefscheidcn sich auch die Sumuenkurven nicht
und es ist flir die Approximation einer vorgegebenen Kurve gleich-
giiltig, welche Lésung gewahlt wird. Ist das 6 -Verhilltnis bei~
der Losungen jecdoch stark unterschiedlich, so wird dicjenige mit
zwei sehr unterschiedlichen Komponenten in Bezug auf die Varianz
dic Nebenldsung sein, die instabil ist und deshalb verworfen

werden sollte.
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Schliefflich sei als drittes Beispiel ein l'all gewdhlt, bei dem

Po gegen Fall 1 verkleinert wird, die librigen Werte stimmen
(=]

iiberein.
z, = 0,7 my, = -2 6 " 2,098
z, = 0,3 my, = +2 6’2 = 2,098

LEGe  =41727213676111E 01
KEINE ZERLEGUNG MIESLJCH

" LS3e -.335299999994E 03 .

© LOESUNGSKIMPBAENTEN
BA( s +730G00 8MY( 1) *2.000000 BSIGMC 1) 24093000
BAL 2)w .. +300000 . BMY([ 2)e . 24000000 ... BSIGML 2)* .. .. 2098000 . .
MYl®  4G39000000J0CE 00 MY2s  47761604C0000E 01 My3s .537599999931E 01
MYas  L1657498E9957E 03. MYSs  .236515511033E 03 MY6s +566847958371E 04

Die Standardabweichungen sind also um 0,5 o/oo verkleinert und

desgleichen Po = = Py + o 2.

Wieder stimmen die Koeffizienten der Pearsongleichung und da-

mit auch Py und pé in jetzt allen drei Beispielen iiberein

2 (el

1
o 1 - —
6 é = P2 + p2 3, Yi

enthidlt als einzige gegen Beispiel 1 verdanderte Graﬂen)lz .
Ihre Verkleinerung um 0,5 o/oo ist dafir verantwortilich, daf

die Nebenlosung verschwindet.
< ,

4,6 Schluffolgerung fiir die praktische Anwendung

Ginge es darum, die "richtige" der beiden in Bild5 dargestell-
ten Losung zu wdahlen und hatte man z.B, aufler p, - PS noch 16
zur Verfligung, so konnte man durch Vergleich von 6 diese Auf-

gabe losen. -

Die empirischen Momente M ...M6 sind hingegen mit Zufallsschwan-

2
kungen behaftet. Da schon kleinste Schiwvankungen bei Py {28,

o : s _ ; :
0,5 “/oo) die Losung mit der Spitze zum Verschwinden bringen,
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ist es besser, eine solche Ldsung als instabil zu betrachten
und zugunsten der gegen Schwankungen unempfindlichen Losung

zu verwerfen.

Liegen zwei Losungen vor, so wird also diejenige verworfen, fiir
die. das Verhidltnis zwischen den Varianzen ihrer Komponenten
den grofileren Wert annimmt, unabhidngig davon, ob sie das seclhste
Moment besser reproduziert als die andere Ldsung und ob sie

zweigipflig ist und andere nicht,

DaB dieses Entscheidungskriterium zweckmiafiig ist, hat sich bei
Approximationsversuchen an vorgegebenen empirischen Verteilun-

gen durch cine Mischung zahlreicher Normalverteilungen gezeigt,

Wdhlt man bei den hin und wieder auftretenden zweideutigen Lo-
sungen jedoch z.B. diejenige, deren sechstes Moment das empi-
rische sechste besser reproduziert, so approximiert der Algo-

rithmus schlechter. Es wurden Spitzenbildungen beobachtet.
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5. Signifikanztest filir dice Abweichung von der Normalitat als

Entscheidungegskriterium Cilr die 7Zerlegung

Der Gedanke, eine cmpirisch gegebence Nlasse dann in zweil zu »or-
legen, wenn die Verteilung der in ihr centhaltenen Daten signi-
fikant von der Form der Normalverteilung abweicht, ist grundlepocud
fiir das vorliegende WD-Approximationsverfahren. Dabei bleibt

es ohne prinzipielle Bedeutung, daf eine Zerlegung in Normal-
verteilungen vorgenommen wird und sich der Signifikanztest da-~
her auch auf diesen Typ bezieht, ebensogut hidtte ein anderer

Verteilungstyp verwendet werden koénnen.

Beim vorliegenden WD-Approximationsverfahren wird jede Klasse
durch einen Satz von fiinf zentralen Momenten reprédsentiert, Dic-

ser Momentensatz muB notwendig dem Signifikanzteét zugrunde-

liegen.

5.1 Formfaktoren

In einer Stichprobe vom Umfang n

seien

n n
- . k . 1
moo= = 5 (xi - M) mit M = = E X,
i=1

\

die biasbehafteten zentralen Stichprobenmomente und

e TR (38)

o
IR

]
ﬁ
N

[0]
N
[\")

die emprischen Koeffizienten der Schiefe und des Exzesscs der

Stichprobe,




werte "

3 g

Niaherungsweise gelten fiir beliebige Verteilungen die Lrwartungs-
WY g 51

% {ei} 0.13 -
£ {"2} R €2
und die Varianzen:

Var {81} ;

2
(4 Pokg ~ 12 Polabs - 2y ng4

-

1]

%J,,

2
+9 Pahy + 35 }12;1§ + 36 }xg)/’& }12 n

Var {e } =
2
2 2 3
(Pala = Pabube = 8 Pakabs + 4 b
2 2 2 2
- Pokby + 16 PoRaPy + 16 ngB)/pz n i1 P

Bei Normalverteilungen ergibt das:

e {o}

Var {el} = g H

1]
C
=
~—
o
D
——
li
o

ok

“

K (39)

n

1
-5
o
&
—~—
(0]
b
——
i

_ 6(n-2) . 24 u(n-2)(n-3)
MR {61}' B (n+1) (n+3) S {62} (HWI)H(n+3)(n+5)

!

-
3
e
Ui
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Fiihrt man die biasfreien Schatzwerte der Kumulanten ein

n
K2 = -K:—f m2
12
Ky = mDm=y ™3
2 2
T n - (n+1)m, - 3(n-1) mg |,
Ky = mmoDm-2)m-3) [ t 2]

dann kann man damit biasfreie empirische Formfaktoren E_ und E

1 2
" . K% ; = Vatn-1)

1 2 n-2

1

K
iy n-1
B, = —3 = TGoaTGsy) [(n+1)e2 + 6]

ausschreiben.

Setzt man darin fiir e, und e, aus (38) ein und crsetzt dann

wieder fiir My, Mg, m, aus (8) durch Mz, M3’ M&’ so erhidlt man
nach Zwischentrechnung:

N

M .
S 3
Di = M—37-2- _ . (’.&O)
" .
n ' M, ’
E. = — (n+1) —2 - 3 (n-l)] | (11)
e nz~2n+3 [ M‘3

2




Diese biasfreien cmpirischen Formfalitoren haben die Erwartungs-

B {ri} = 0
D {1.-:2} = 0

und die Varianzen

werte O:

6n (n-1)
B {Ei} - (n-2?1n+1xn+3) (h2)
. . 2hn(n-1) 2
Vax {Ez} T (n=2)(n-=-3)(n+3) (n+5) (43)

Fiir grofe n gehen (%42) und (43) iiber in die asymptotischen
Formeln (39).

5.2 Test auf Normalitdt
Beide Formafaktoren I

1 und B, sind Zufallsvariable

und fiir nicht zu kleine Stichproben asymptotisch
normal verteilt., Man kann also unter Benutzung von Var {El}

bzw. Var {Ez} ein Intervall um E {Li} = 0 bzw, E {EZ} = 0
konstruieren, aufierhalb dessen das aus dem zu priifenden Momenten-

satz berechnete E1 oder E2 nur mit einer Wahrscheinlichkeit

(Irrtumswahrscheinlichkeit, Signifikanzniveau) zu liegen kommt.

In weiteren Ausfiihrungen wird nur E, erwidhnt, obgleich der Form-

1
faktor E2 in gleicher Weise fiir einen Test verwendet wird.

Man stellt die Nullhypothese Ho auf: " E1 weicht nur zufallig

von E {Ei} ab")y die man zugunsten der Alternativhypothesec le
-"E1 weicht systematisch von E {Ei} ab" verwirft, wenn das nach
Formel (40) aus der Messung berechnete E1 aufferhaldb der Schran-
ken £ s zu liegen kommt. Die Schranke S berechnet man unter

Verwendung von (42) und von Tabellen des Fehlerintegrals:

-t 1. 2 .
.O_.( = -—!'—— e"ZT dt . (lj.l*)
2 VZre f

- o0

-: s = : t " Var {;J (45)



Praktisch verlauft der Test so:

Wahl eines o Z.B. ot = 0,1

Berechnung des zugehdrigen t -nach Tabelle zu (%%) .
Untersuchung einer Stichprobe vom Umfang n .
Berechnung von Var {Ej} nach (42) .

Berechnung von S nach (45) .

Berechnung von E_, nach (40) .

1
Annahme oder Verwerfen der Nullhypothese .

Die Alternativhypothese H1 g

"E1 weicht signifikant wvon E {Ei} ab" deutet man so : '"Die
durch den Momentensatz reprasentierte Komponente ist micht nor-
malverteilt und sollte also zerlegt oder nicht wieder vereinigt

werden."

Da S = S(%X ) ist und man in der Wahl des Signifikanzniveaus

frei ist, liegt in der Entscheidung zugunsten Ho oder H wie

1'
bel jedem Signifikanztest, ein gewisses Maf} an Willkiir. Es
ist Sache des Gesamtalgorithmus, empirisch zu ermitteln, wel-

ches Signifikanzniveau zweckmafig ist.

6. Nebenbedingungen

Zweigipflige Verteilung

ohne Bayesgrenze

it 7 ///\\ \

8. 54 3 3. 1d Y, ud 6. 74 o, 5@
EINGEGEZRENE WERTE
AT T A (T T TN s
AAL 1) ' 0502000 AMY L 1w 44000000 ASIGMC 1w 14500000

AAL 2)» »105000 AMY( 2)e 2.200000 ASIGM( 2) e +4C0000




Das Kriterium fir die Steuerung des Zerlegens bzw. Zusammen-

-

legens von Klassen ist die signifikante Abweichung eines [Form-
() (] (&)

faktors von scinem Lrwartungswert.

Unter Umstinden ist es zweckmdfliig, daneben weitere Forderungen
zu stellen. Faft man z.B. als Anwendung des Verfahrens die
Zeichenerkennung ins Auge und betrachtet eine durch ihre empi-
rischen Momente gekennzeichnete Komponente nur als Repriasentan-
ten fiir ein Merkmal (Klasse), dann erscheint es wiinschenswert,
trotz signifilkanter Abweichung des I'ormfaktors von seinem Lr-
wartungswert Null eine Zerlegung der die Klasse reprasentiercn-
den Komponente in zwei nur dann vorzunehmen, wenn deren Summen-

kurve zweigipflig ist.
Die Zweigipfligkeit tritt als Nebenbedingung auf,.

Am praktischen Beispiel wird auf Vor- und Nachteile dieser Ne-
benbedingung einzugehen sein, Dichtekurven aus wenig Beobach-
tungen enthalten starke Schwankungen. Der Algorithmus konnte
aufgrund eines Einbruches in der cmprischen Verteilung ciner
Klasse, der sich in den Momenten und als signiCikante Ahwcichuné
des Formfaktors von Null niederschliagl, zu eincr Zerlegung ge-
langen, deren ecine Komponente als kleine Spit=ze auf der Flanke
der zweiten XKomponente reitet. Auf diese Weise ware der IDin-
bruch in der cmpirischen Verteilung approximiert, die Summen-
kurve widre sogar zweigipflig; dennoch kann die Dichte einer
solchen kleinen Spitze stindig unterhalb derjenigen dec ilaupt-
komponcente liegen. Eine solche Klasse ist €lir die Zeichener-

\
kennung uninteressant, (Vergl., Bild 7)

Es mufl jedoch zugegeben werden, daBl trotz zahlreicher Versuche
mit normalverteilten Pseudozufallszahlen diese Situation nicht
zu simulieren war. Dies spricht fir die Stabilitidt des Zerle- '

gungsverfahrens,wie spiater ausgefiihrt wird,

Man entscheidet sich z.D. beim Bayvesklassifiliale Tir eine Nlasse,
deren (bedingte) Wahrscheinlichkeit unter der Bedinguug, dafl

einc Beobachtung X gemacht wurde, am groidten ist,




Damit man sich nicht nur fiir einc Klassc euﬁscheidet, niissen
Grenzen existiecren, an denen sich die Dichtekurven der Klassen
schneiden. Man nennt sic¢ Bayesgreazen., Im "all, daB cine Kurve
unterhalb der anderen verlauft, existieren keine DBayesgrenzen,
Die Existenz von Bayesgrenzen ist cine weitere intercssante

Nebenbedingung.

6.1. Zweigipfligkeit.

Es ware auflerst praktisch, konnte man aus dem Momentensatz
Mz...M5 bzw. pz...PS bereits erkennen, ob nach einer Zer-
legung aufgrund dieser Momente aus den Komponenten eine cin-
oder zweigipfligé Dichtekurve als Summe resultiert. Nach
Mafgabe der Nebenbedingung konnte man die Zerlegung dann
ggf. unterlassen. Line solche Bedingung kann es jedoch nicht
geben, denn zu cinem DMomentensatz konnen zwei Zerlcoungen
gehoren, von denen eine zweigiptlig und die anderec eingipf-

lig sein kann.

Dafl es auch bei Kenntnis der Parameter nicht trivial ist zu
entscheiden, ob eine Mischung von zwei normalen Verteilmgen
eine ein- oder zweigipflige Dichtekurve hat, zeigt einc Reihe

von Versffentlichungen.

Zu nennen ist eine Betrachtung von G. Doeltsch /2/ 1936,

S. 314=-315 an Komponenten mit gleichen Varianzen, Die [De-
dingung fir d@e Extremwverte fiihrt auf eine transzendente
Gleichung. Ihre Losung lafBt sich nach Logaritbhmieren als
Schnittpunktaufgabe.ciner logavrithmischen Fuunktion mit ceiner

Geraden aufflfassen:




Schnittpunkte
der logarith-
mischen Funktion
fl(x) mit den zu
Geraden entar-
teten Parabeln

fz(x); f21, fzz,

f23 fiir drei
Siatze von in-
gangsparamatern.
(Erkldrung von
ZZ,R,D durch

Gleichungen

(46), (53) und
(52) s. 58)
Bild 8
fl(x) = In
2
. d
falx) = ¢
L2 = .3
R =1, ’
D = 1.
F2i= 2, X ~ ,847297386

- - - - - . - s an - e - -

- 56 -

1=ty tx)

1+
5 (64)
(1+x)2 - rz(l-x)2
22 = .3
R = 1,
D =-1.35
F22= 3,645 X ~ .847297386

P L R Y

]

---------------




Ergibt sich ein Schnittpunkt, so ist die zugehdrige Misch-
verteilung eingipflig, bei drei Schnittpunkten ist sie zwei-
gipflig.

Die weitceren Moglichkeiten sind bei G. Doetsch l.c. besprochen,

Es lag nahe, diese Betrachtung auf Mischvertecilungen mit unter-
schiedlichen Varianzen der Komponenten zu erweitern. Dies wurde
von mir durchgefiihrt und ergab einec Schnittpunktsaufgabe wzwi-

schen o.g. logar. Kurve und einer quadratischen Parabel,

Nachtrdglich stellte sich heraus, daf diese Aufgabe béreits
von Behbodian /16/ geldst worden ist. Er gibt ein iteratives
Verfahren zur Schnittpunktsbestimmung an; das in diesem BDericht
nicht interessiert, da nur nach der Zahl nicht nach der Lage
der Gipfel gefragt ist.

Behbodian reduziert die Parameter der Mischung, nidmlich
Mittelwerte yﬁ’ yz y Standardabweichuﬁgen 61, Ué und
Mischungsfaktoren zl, z, auf drei wesentliche.

Halber Abstand der Mittelwerte bezogen auf das geometrische

Mittel der Standdrdabweichungen=

I’YI ) y2|

d = )
) g'j;ﬂ , Verhaltnis der Standardabwei-
1 72
% 6, & 6 .
chungen . . mit 13 Y2 und Mischungsfaktoren
2
(1-22), Zy .+ Seine Variablentransformation kann man durch

Einfiihven einer auf d bezogenen Variablen noch verbessern.
Dadurch ergibt sich eine noch zweckmidBigere Darstellung der
Schni ttpunktskurven. Die logarithmische Kurve verdndert im
Gegensatz z& Behbodian nicht mehr MaBstab und Lage. Aulerdem
wird die Ableitung der Endgleichung cinfacher, sodaBl man eine
liickenhafte Darstellung und einen in Behbodians Gleichung {15)

enthaltenen Fehler vermeiden kann.



w BB =

6.1.1 Ableitung der Gleichungen fiir die logarithmische

Funktion und Parabel.

Es sei hix) = zlhi(x) + zzhz(x) (46)
mit 21 + zz = 1 .
1 g 1 Eght )
und ni(x) = vﬁ;raa e 1
. (47)
hz(X) . ! 7 6}
Vore 6'2

Ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit sei:

6"1 & d"é (48)

Weiterhin gelte:

(47
i

sign( ¥y, -y1)' (49)

= (y, + 9y /72 (50)
& = \/6‘1 o, (51)

E(y, - ¥,)/28& (52)

i
I

o
1

r = 6} 7 6, (53)

Nun werde die Transformation eingefiihrt:
y= &(x-F)/ & (54)

mit (50)




- G

und (52)
Y1 Y2 46
=t *F
N -Y-% (55)
o . df
o =Y + 5
aus (54)
x = 4 4 g=y

und aus (55) fur gy

(y +d)+ 9, oder

migp Migy

(56)

<
1
a.
e
+
S
~nN

Die Exponenten in (47) werden:

1 Y]y 2 1 & | 2
7 () P g E (v e g p]
| 2
mit (49) £2 =1 und-(51), (53) §.2= L
%

g (R Fas g ()
‘%(?—(—-—-—y)2=-%r(y-d)2 (57)
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weiter:
1 2
- 5.(y+d)
h - h - h .1 2r Y
l(x) b I(X(Y)) I(Y) =V e r e — QI(Y)
(58)
1 2
" -d)
h h 1 zr (Y 1
(x) = H(y) = e = 2 9,(y)
e 2 &Vorr F 2
Durch Einfiihren der neuen Variablen
Z =
% (60)
wird aus (58) '
2
- 4 (142)°
1 r
h,(2) e
: F\Zwr
2
dr 2
- 1=z
1 7 ) (61)
hz(z) = — e
ocy2r/r
Fithrt man (61) in (46) ein, so gewinnt man eine Gleichung
h(x) =h(x(%)) = h(z). Leitet man sie nach =z ab und setzt
dh/ dz = 0, so entsteht eine Bestimmungsglcichung fiir die

Abszissen der Extremwerte ze . s sei jedoch gestattet an-
stelle von CN weiterhin z zu schreiben. Nach wenigen cle-

mentaren Umformungen findet man:

d? ) 2 2 22"3 1+2
T [(1+z) - ro(l-z) ] + 1n1—_—,—l~2—- = In 1= (62) ’
v
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Aus (56) und (60) gewinnt man:

6; d 0,d Vi

X = ——— ( z+l) Y, = e-*--(z-l)+-y2 ’ (63)
eVr

womit man in z gewonnene Schnittpunktswerte auf x umrechnen

kann.

Im folgenden werden wir anstelle von z wieder x schreiben.

Auch die Festlegung zwischen y und x (54) lassen wir fallen.

Wir zerlegen (62) in

Ye ™ fz(x) = fl(x) Schnittpunktsgleichung
worin
1 T=x (64)

d? 2 2, 2 rz,
y = fz(x) = [(1+x) - p (l-x)'] + 1In T77; (65)

6.1.2 Deutung der Gleichungen

fl(x) = In \%%% | (64) existiert nur fir

-1<¢x <+ 1 , weil fiir alle anderen Yerte ein Logarithmus aus
einer negativen Zahl entstiinde.
Der Verlauf ist auf Bild 9-14 zu sehen. Die Funktion hat Pole

bei xp1=-1 und  Age = ! und eine Hullstelle bei x =0

Ihre Steiqung betragt :

2-? und ist im gesamten Bereich -1< x 4 +1
1-x

fp (x) =
positiv.

Xy * 0 ist ein Wendepunkt.




2 r-z
d” 2 2 2 2 .
fz(x) B [(1+x) -r°(1-x) ] + In ~T772 (65)
ist die Gleichung einer Parabel,
Nach einigen Umformungen kommt:
3
2 2 2 2 rz
Fo(x) = SALB ) oy Lo 2 2rd g, 2
l=r 1-r l—z2

Fiir die Parameter-zz, d, r gelten

0 < z, < 1
0<r g 1

(66)
0 £d

Der Scheitelpunkt der Parabel hat die Koordinaten:

LaBt man r im Bereich (66) variijeren, so findet man:

x (1) = =~ o0 (Vergl. Bild 13),
S "

die Parabel ist in eine Gerade ibergegangen (Fall von
Doetsch). \Vergl. Bild 8

Da r >0 gilt auch x4 < -1.

Die Parabel hat ihren Scheitel also stets links von -1.

S 0 fiir 04«d und 0<r<l

ist die Parabel nach oben qeiffnet.
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3

2rd? PRy
Die Scheitelpunktsordinate fz(xs) I + In Tj74—
1-r )

wird nur fir sehr kleine %y (Anteil der Xoumponente mit

groferer Standardabweichung) positiv.

Die Parabel hat mindestens einen und hdchstens drei Schnitt-
punkte mit der logarithmischen Funktion im Dereich
-1<x <1 . Einem Schnittpunkt entspricht eine eingipflige,

drei Schnittpunkten die zweigipflige Summenkurve.

6.1.3 Ersatzfunktion fiir f1(X)-f

Um die Zahl der Schnittpunkte abzuschdtzen schlagt

E.R. Berger vor, die transzendente Funktion (64) durch

eine solche gebrochen rationale zu ersctzen, deren Stecigung
iiberall gréBer oder gleich derjenigen von fi(x) ist. /h7/

Wenn diese Funktion f3(x) drei Schnittpunkte mit der Para-

bel hat, dann hat fi(X) sicher auch drei mit der Pacabel, d.h.,
wenn wir eine mit Sicherheit zweigipflige Mischverteilung
suchen, dann geniigt es, eine Losung von f3(x) = fz(x) mit

drei Wurzeln in -1<x < 1 zu finden.

Berger schlagt als Ersatzfunktion vor:

fx:___?_x_____

3(x) = =77 (68)

2

; 2

Fran) = S - Py
1-x 1-x
d 5
%%ff— > 1 fir -1<x<l
also
fa (x) 2 f,o(x) -1<x <1

©w

Dies ist zugleich die einfachste gebrochen rationale Funk-

tion mit Polen bei -1 und +1 einer Nullstelle bei O
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6.1e% Zahl der Schnittpunkte zwischen -1 und +1 .

Wir bringen zundchst eine Reihe von Beispielen (Bild 9-14).
Eingegeben wurden die Daten z2, d und r.

Geplottet wurden die Funktionen fl(X) " fz(x) und fj(x)
zwischen =1 und +1.

In Bild 9 wurden fz(x) und fj(x) dariiberhinaus im Bcreich

-2 bis +2 eingezeichnet.

Auf die weiteren Angaben zu jedem Bild wird im folgenden cin-
gegangen.

Die Eingabedaten z2, r und d fir Bild 9 stémmen aus eciner
Simulation mit 100 Zufallszahlen, bei der die.obige Zerle-
gung entstand. Fir die {ibrigen Beispiele wurden die Lingabe-

daten geeignet gewahlt.




Bild 9

Eingipflige Mischung mit Bayesgrenzen

Logarithmische Funktion f1 Gl. (64)

Ersatzfunktion f3 Gl. (68) und Parabel £y QL. (65)

_ 1+x 2%
v By = Inaes f3 T Tk e

f2 siche Rechnerausdruck.,




.....................................

2 3 ’ 4
F = 2.420221397 X - 2.30170769 X + .07308176 X + .01607139 X + 2.28581629

..............................................................................

K(-1) = 3 A= -1 1 = 5.20954063 H = - .94536871
k(1) = 2 B = - 21.8678103 J o= - 11.75J6136

ANZHL = 1 C = .73853628 T = 15.8233857
---------------------- B

Rechnerausdruck zu Bild 9

Erklarungen zum Rechnerausdruck

Z2, R, D nach Gl.n (46), (53), (52)
F Gl. (69)
K(-1) Zahl der Zeichenwechsecl bei -1
K(1) Zahl der Zeichenwechsel bei +1
ANZHL Zahl der Schnittpunkte der Ersatzfunktion f3
mit der Parabel fz zwifchen -1 und +1
Siehe S. 76
A,B,C DBestandteile der Ungleichung (75), A {B< C muBl
erfillt seinz damit f2 und f3 Keinen Schnitt-
punkt rechts von +1 haben, s. S. 81 .
iy Gl. (76) Diskriminante
I,J Bestandteile der Diskriminante nach der Formel
von Cayley-Boole, s. S. 82.
Wenn T>'O)haben fz und f3 vier Schnittpuukte,
sind zusatzlich A< B<C, so liegen drei davon
zwischen -1 und +1, dann ist die Summe beider

Gaulkomponenten sicher zweigipflig.

(o]

H

1

In r Abstand der Parallelen zur x Achse. An den
Schnittpunkten dieser Geraden mit der Parabel

T

2

e -~

sind die Rayesgrenzen. Siche auch S, 34 Gl. (79).



Gerade noch zwei-
ginflige Mischung
mit Bayesgrenzen.,

3 Schnittpunkite von
£, mit f

2 1’
nur ciner mit f

in (-1, +1).

jedoch

3

Schnittpunkt wvon f?
mit Qerade im Ab-
stand 1n rz fir
Dayesgrenze,

Vergl, Rechneraus-
drucke.

Sriklirungen wie bei

Bild 9

Bild 10

2 .3 0
F = - 1.238602 X - 2,27024463 X + 2.038603 X + .940896 X + 1.32934863 °

40-1) = 2 < A s @ 3 | = 27.758435 = - 3,21887582
(1) = 1 2 s - .57908495 J o= 317.595403
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Eingipflige Mischung
nmit BDayesgrenzen.
Erklarungen =zum
Rechnerausdruck

wie in Bild 9.

Bild 11

2 3 4
Fa = 83,3 X - 2.27024463 X + 1.6058 X + J7776 X + 1.4926L463
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Zweigipflige
Mischung mit
Bayesgrenzen.
Erklarungen zum
Rechnerausdruck

wie in DBild 9.

Bild 12

-10~—
v o= 1.2 Ro= .2 22 = .3
2
F2 o= 7,428 X ¢ 3,450 X - 2,2195115)

Fo= = 2.1852 X =~ 2,27024463 X 02,9852 X + 1,332 X SRET2HNGS
“(-1) = 3 o= 33.00747069
(1) = 90 Jo= w37,737012

ANZML = 3 T = 2136.33511




Zweigipflige
Mischung olhne DBayes-
grenzen.

Diagramm zum DBei-
spiel Bild 7

3 Schnittpunkte

von f1 und f2 i

daher zweigipflig.
Kein Schnittpunkt
der Parabel mit
Gerade im Abstand
In r2 daher keine
Bayesgrenze.

Erklarungen =zum

Rechnerausdruck

- wie in Bild 9.

Bild 13

2 = 1.102 R = ,26067 L2 = .98

------ - -

\

2 3 1
F = =-1.28257707 X ~ .012?7h00 X + 2, 80257071 X + 1,25420260 Xl

fE_}z-:_z f = -1 I« 12.0K468951
f(l)-- 0 9 8 = - .17hS7h7G J = = 30, 4«93}35
ANINL = 3 C = .07112829 T = 224.673043

- -
- Cnvmmnaman- .- - -
- R R

How = 2.60326169

R L T R
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Gerade noch zwei- |
gipflige Mischung
mit Bayesgrenzen.
Drei Schnittpunkte
5 mit fi
-1, Xgo R -0,6,

von f

~

(xsi

ijw +1) .

Nur ein Schnittpunkt
und £, in :

3 Inr

von f2

(-1,1).

—

Erklarungen =zum
Rechnerausdruck

wie in Bild 9.

-10-]

v = 4.

-

L2 = ,92

k= L0

F2 = 173.217777 X + £3.1038683 X

e L L L e D P R R T

Bild 14

+ £3.3873991

Foa - 31.8992 X - 86066216 X« %2,0500 }3 . 1s.s7cu_§u - 15.0097313
Ki=d) = 2 A =1 | .= 229.343350

- oA e - o

ANZBL = 1 ¢ = L0081 T < - 255155.192

H =

D R R e P

- h.81589121
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Zweigipflige
Mischung zweier 15 (x)

Komponenten

gleicher Varianz Bkl
mit einer Bayes-

srenze ; Ly
(Fall von

Doetsch).

.

Bild 15

[PE P Bestimmung der Schnittpunktsanzahl mit der

Stufm'schen Kefte:

Das Verfahren der Sturm'!schen Kette wird im Anhang behandelt,
da es auch)zur Optimierung der L&sung der Pearsongl. (21)
 bendtigt wird, |
Hier sei nur soviel gesagt: ’

Ausgehend von cinem Péiynom f(x) und dessen Ableitung f'(x)
- gewinnt man nach einem Euklidischen'Te;lverfahren Reste
Ri(x) (die im Gegensatz zu diescm negativ anzusetzen sind

FAYF B. 155}

Die Folge der Funktionen f£(x), f£'(x), Ri(x) g Rn = const.

‘heipt die Sturm!sche Kette.




Die Zahl der Wurzeln von f(x) zwischen zwei Grenzen ist
dann gleich der Differenz der Zahl der Zeichenwechsel, die
diese Kette an beiden Grengen hat.

Die Grenzen selbst diirfen keine Wurzeln sein. Die Zahl der
Wurzeln wird ohne Riicksicht auf deren Multiplizitiat bestimmt,
d.h. Mehrfachwurzeln rechnen als eine.

f(x) ist im allgmeinen ein Polynom. In der Literatur /18/
wird jedoch auch eine transzendente [Funktion in der Form
einer Potenzreihe mit einem modifizierten Sturm'scheﬁ Ver-
fahren behandelt. Man bricht die Kette in diesem Fall ab,
wenn man ein Rm(x) gefunden hat, das im befrachteten Inter-
vall sein Zeichen nicht andert. Im vorliegenden Fall gelang

das nicht, es wird mit der Ersatzfunktion f3(x) gearbeitet,

Fa(x) = fo(x) = 0

also
3
2 r-z
.. W i S L L T T S
2 I=2
(1-x%) 2r . 2

werde mit (1—x2) (2r) multipliziert:

3
' rz
y(x) = -(l-xz)dz [(1+x)2~r2(1-x)2] -2(1—x2)r In TT?g + 4rx
2

Diese Funktion ist vom vierten Grad und hat wegen der
Pol-Nullstellenaufhebung bei Y1 keine Wurzeln bei % 1
Daher kann das Verfahren der Sturm'schen Kette Zwischen
-1 und +1 angewandt werden. +1 kdnnen aber auch keine

Schnittstellen von f mit f1 sein, wie die geometrische

2
Anschauung =zeigt, )
(Vergl. dazu auch G. Doetsch /2/ S. 313 vorl. Textzeile

und Behbodian /16/ S. 132 vorl. Zeile)
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y(x) nat also dort und nur dort Nullstellen, wo

f3(x) - fz(x) = 0, wo also die Schnittstellen von f3 und
f2 liegen.

Wir suchen jetzt die Nullstellen von

- 4 0 x3 2
y(x) = a,x" + agx” + agx” + a,x + ag (69)

mit den Koeffizienten:

L2 2
ay = d“(1-r")
n
a. = 2d%(1+r2)
3
3
r'z
a. = 2r 1ln ———%— (70)
2 1-2
2
2 2
= by T
ay tr-2d°(1+r" ) =br a3
5 5 r3z
a, = -d“(1-r")-2r 1n T:;;— = -y -az

zwischen den Grenzen -1 und +1 .

Die Polynome der Sturm!schen Kette werden automatisch

erstellt:

-------------------------------------------

------------------------
----------------

. 2 2 Z 2
103) = 2 A2 X 20 A3 + Al MOAI + 3% SEA3 =12 A1 X A -~ 16 AD Aiz’ - 8 A2 X Adﬁz

-----------------------------------
..................... e R T P P L T ]




y(1) = f£(x)
y(2) = f£'(x)
y(3) = —Rl(x) usw.

Man erkennt, daf sich y(3) noch durch alt dividieren laft,
was erlaubt ist, da wegen (70) al nur positiv sein kann -
eine Tatsache, die das allgemeine Programm zur Erstellung

der Kette nicht beriicksichtigen kann.

Nach Division von Y(3) , Y(4), Y(5) durch Potenzen von alt

und Zahlenfaktoren kommt

. 7 2
Y3) = = 12 A1 X A% - 16 AO AU = 8 AZX A4 s 2AZA3 X+ ALAS <3 sty

R R L L L L LT L P P PR ereccsvsanscensesnussne

2 3 2 2 2 2
Y(s) = 28 Al A2 A3 X AW = 12 AQ A3 X AL - 8 A2 Y AW & 32 A0 A2 A3 AW » 3 A1 A3 A% - 4 A1 A2 A4 4 2 A2 A3 X

D Y L Lo cevacmaw csscsvnnoamn- B L LT T T T Ly T L L L L e R T B R L T T

3 2 2 2 2 i 3
= G Al A3 X % 32 AC A2 X Au =35 A1 X A4 - b3 AD A1 AN + AL A2 A3 =9 A0 A3

.o 3 v 3 5 2 s 2 6
Y{S) =~ - 84 Al A2 A3 A%+ 336 A0 A2 A3 A%+ 35% AL AZ A3 As - 1584 AQ Al A2 A3 A% & 2592 A0 A2 A3
: 4 2 2 : 2 3
Ay - 55 AD AL A3 AW+ 256 Al A2 A3 Al - 102% AQ AZ A3 AS - 1120 Al A2 A Al . uaez Al Al A2
4 2 2 2 13 2 1 & 2 b3 5 2
A3 Al e 1524 AO Al AZ A3 AY - 9792 A0 A2 A3 A4 - 243 Al A3 Al - 1722 AO Al A3 Ay + 1152
3 3 s 3 u 1 3 1 2 3 3
Al A2 A3 AY - 5120 A0 A) A2 A3 AL + 1276 Al A2 A3 Al - 7298 AC Al A A3 AL 4 15350 AO A2 A3
2 3 2 33 3068 3 2 s 3 & 3 7 2
Ay . QZIS Ad Al A2 A3 Al 4+ 2308 AD A3 Al - 256 Al A2 A4 * 102' A0 A2 Al - 12228 AC Al A2
smae et e e, St o et e e PR s g smemeamameans .- s Esin
A3 A% - 12283 AD A2 A3 Ab - !725 Al A2 Au 14 92‘6 AQ AI A2 Al - 8192 A A2 Ay . 15320 A0 A2
2 2 ] 6 8
AS 9 AL A2 A3 = 36 A0 A2 A3 s 1682 A0 Al A2 A3 - 3¢ Al AS - 243 A0 A3
(72)

Line weitere Verecinfachung liefBe sich erzieleﬁ, indem man
alh = 1 setzt und a3 ... a0 neu definiert., Die entstchen-
den Formeln entsprechen (71) und (72) mit, al=1,

Sie bleciben kompliziert genug,um cine andere Losungsmog-

lichkeit ins Auge zu fassen.
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Fiir das Beispiel in Bild 9 wurden die Zahlenwerte fiir
z2 , r und d eingesetzt und die Funktionswerte Y(i)

an den Grenzen -1 und +1 bercchnet,

3
Y(1) = 2,42322139 X =~ 1 71263299 X+ .07333176 X+ ,01679133 X *+ 1,63G5%1G

U('l) = = 2,4%3330310

W{l1) = 2.49330316

2 3
Y(2) = = 3.42525590 X + .2102&523 X + 06436558 X +2,4%2922139

——————— - - - e . s a8 - - - - mawma

w(- 1) = 6.0003G70%

H(l) & & .72113372

2
¥(3) = - .011)&317 X + .00;305"3 X - .0&L1825

- e e = = e e e - wemmaeewen- -

W(=1) = ,0111711¢C

L T T -

Y(4) = .303G0474E-0% X - .NIG&7)01C 04

B N - - . - v -

W(=1) = - ,72007975E~04

cmmeene-- Emmm - ————- -

(1) = - .11"870”6 I-0%
Y(5) = -IISJG 30-19

W(-1) = .113;655“ 17

- n e ae - -

(1) = .1135b53£ -19

An der Grenze -1 ergibt sich die Vorzeichenfolge (Vorzecichen
von w(-1) unter Y(1) ...Y(5) ) - + + - + = 3 Zeichenwechsel.
An der Grenze +1 kommt + - - - + = 2 Zeichenwechsel.
Zwischen -1 und +1 geht ein Zeichenwechsel verloren. Daher
hat das Polynom (69) eine Nullstelle zwischen -1 und +1
entsprechend einem Schnittpunkt in Bild 9 zwischen fz und
f3.




Mit dem im Anhang mitgeteilten Fordecalroutinen wurde
fir alle Beispiele in den Bildern 9 bis 14 die Sturm'sche
Kette gebildet und die Zahl der Zeichenwechsel bestimmt.

Die Zrgebnisse bestdtigen die Anschauung in den Bildern

9-11-&.

Die Restpolynomq der Sturm!schen Kette sind schon beim
Grad 4 des Ausgangspolynoms y(x) recht umfangreich.

Fiir die Pearsongl. 9ten Grades werden sie vollig uniiber-
sichtlich,abgesehen davon, dafl der Rechenaufwand viel zu
hoch wird. |

Hier wurde unter Preisgabe einer gewissen Allgemeinheit
ein anderer Weg der numerischen Berechnung gefunden.

Auch im vorliegenden Fall 1ist es fraglich, ob -der Rechen-
aufwand, nadmlich die Koeffizienten alt ... a0, die Polynom-
werte Y(1) ... Y(5) an den Grenzen -1 und +1 und dann
die Differenz der Zeichenwechsel zu berechnen, gerecht-
fertigt ist. |

Aufgrund der gcometrischen Anschauung wurde eine erheblich

einfachere Methode gefunden.
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6:1:%:2 Einfache Bestimmung der Schnittpunktsanzahl

zwischen Ersatzfunktion und Parabel.

Bedingungen fiir die Zweigipfligkeit.

Behbodian /16/ S. 139 fihrt aus, daf man anhand der geo-
metrischen Anschauung notwendige und hinreichende Beding-
ungen fir die Eingipfligkeit bekime, nur sei das Ergebnis
recht kompliziert. Er teilt es jedoch leider weder mit,
noch gibt er eine Literaturstelle an.

Er leitet eine hinreichende Bedingung fiir die Eingipflig-
keit her Gl. (27) von der er behauptet, sie sei schirfler

als die Eisenberges . /19/ GL.(4).

Wir sind an einer zumindest hinreichenden Bedingung fiir
die Zweigipfligkeit interessiert. Aus der Ncegation einer
hinreichenden Bedingung fiir die Eingipfligkeit folgt nur

eine notwendige Bedi ngung fiir die Zweigipfligkeit.

Wir wollen auf Eisenberges und Behbodians Ungl'n trotz-

dem kurz eingehen, um zu zeigen, dal Behbodians Behaup-
tung,seine Ungl. sei schiirfer als die Eisenbergers, fir

alle Werte von 0‘:r<b%VTT:s(J,829, also fiir den groBtenTeil-
bereich von O0<r g1 falsch ist. '

Eisenberges hinreichende Bedingung flir die Fingipfligikeit

lautet:
2 2
&7 61 Gé

2
4(61“ + 6

2

| 2
Cyg =y <
\ 2

) /19/ G1l.(4)

L

s g ; i v 2 2 B Mo
Worin yﬁ, v& die Mittelwerte und 6& 5 Gé die Vari-

anzen der Komponenten sind.,

Mit (52)

o S, '
(Y, =y, )" = hd s s,

und (53) r o=




wird Eisenberges Ungl. zu,

2 s 27 1 .
d"<r 96 T+ =2
" Behbodians Ungl. lautet:
2 2
d° & r /16/ Gl. (26)
Der Faktor =t -+ -1 5  ist fiir r=1 kleiner
16 1 + r '
fir r = Ll}—— gleich und fiir r = 0 groBer als 1, also
ist fiir 0<r< 11 Eisenbergers Ungleichung schixrfer

als die Behbodians.,

Wir leiten zundchst eine eigene notwendige Dedingung fir
die Zweigipfligkeit ab, die mithilfe der Lrsatzfunk-
tion fB(X) zu einer hinreichehden Bedingung verscharft

wird. Diese Bedingung leistet das gleiche, wic das Ver--

fahren der Sturm'schen Kette im Zusammenhang mit der Er-

satzfunktion, ist jedoch wesentlich einfacher:

Der Gedanke ist, die Diskriminante der Gleichung (69)

dazu heranzuzichen zu entscheiden, ob die Funktionen -
\

f, und £, einen oder drei Schnittpunkte in ~1< x<L+1

2 3

haben.

Wir betrachten in Bild 9 den Verlauf von f3(x). Die Parabel
f2(x) ist nach oben gedffnet und hat ihren Scheitelwert
links von -1, wiec bereits diskutiert. 5ie hat also stets
einen Schnittpunkt mit f3 links von =-1. (Ausgenommen ist

der I'all r=1 in dem sie zur Geraden centartet, in diesem

Fall ergeben sich joedoch ein bis drei Schnittpunkte von

£, und f3 im Intervall —~1<x<+1). BEin bis drei Schnitt-
punkte kdnnen im [utervall -1<x<+1 entstehen, schliefl~-

lich konnen rechts von +1 weitere 2 Schnittpunktie oder




ein Beriihrungspunkt liegen. (Siehe z.B. Bild 9). Fiir

0<r<1 hat Gl. (9) also mindestens zwei reclle Wurzeln,

Uber die Diskriminante schreibt D&yrie /20/ S. 70 :

"Bei positiver Diskriminante sind die Wurzeln der biqua-
dratischen Gleichung alle recll oder alle komplex, je
nachdem die Resolventenkoeffizienten E und F Dbeide
positiv sind oder mnig¢ht. ’

Bei verschwindender Diskriminante sind alle vier oder
nur zwei Wurzeln reell, je nachdem E und F beide
positiv sind oder nicht.

Bei negativer Diskriminante sind zwei Wurzeln reell, die
beiden andern konjugiert komplex."

Aus der Tatsache der stets vorhandenen zwei recellen Wur-
zeln folgt, daB die Resolventenkoeffizienten E und F

nicht betrachtet zu werden brauchen.

Ist die Diskriminante negativ, so hat fz nur zwei Schnitt-

punkte mit f_ und davon nur einen in -1« x<+1 und einen

3
in -e0¢x £ -1, ist sie jedoch positiv, so hat fz vier
Schnittpunkte mit f3 und zwar einen in -~eo<4x < -1 und
entweder einen in -1<x<+1 und zwei in 1< x<oco (Bild

oder drei in -~-1<x<+1 und keinen in 1<x<oa (Bild 12).
(Von Beriihrungspunkten sei abgeschen, sie briugen keine

prinzipiellen Schwierigkeciten)

Wenn aber drei Schnittpunkte zwischen £, und f_, und da-

2 E
\
mit notwendig auch drei zwischen f? und f1 in ~1<x<+1
liegen sollen, so mufl notwendig die Parabel fz‘eine Null-

stelle in diesem Intervall haben.

So kommen wir zur notwendigen Bedingunyg flir dic Zweigipf-
ligkeit:

Die Wurzeln wvon fz(x) sind

9)
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2 242
- - l+r + 1+r - L 2r

Die gréBere Wurzel X, liegt im Intervall

—1.< Xy < +1

2 - \ 2
l+r
-r 1-r

s B & (1-r2)\’ T2

Da alle Zahlen poesitiv sind, kommt

3

e r z
ar® < ar? - 25 (1-r%) < 4
und daraﬁs schlieBlich:
< ‘ 3
= rz
o r 2 2 (75)
1<Zi_2_ In 1_22 <r

L %2 ) (74)
1-2, / -

als notwendige Bedingung fiir die Zweigipfligkeit.

Hinreichend ist, daf zusatzlich die Diskriminante

positiv ist

T >0 (76)




Die Diskriminante wird nach der Formel von Cayley-Boole

/20/ S. 67 berechnet:

——-1_— [-3_ L
T = 57 ( 4i it

mit 5
i=a, + 12a4a 3a3a1 und

3358y

—72a4a2ao -9a

worin a_ ... a, die Koeffizienten (70) der Gleichung (69)

sind.

Um auf Zweigipfligkeit zu entscheiden, werden die Beding-

ungen (75) und (76) nacheinander angewendet.

In den Beispielen Bild 9 - 14 sind verschiedene Fidlle

mit den zugehorigen Ungleichungen und Diskriminanten dar-
gestellt. Es sind auch bewufit zwei Fdlle konstruiert worden,
in denen die hinreichende Bedingung nicht erfiillt ist und
die Mischung trotzdem zweigipflig ist. In der Praxis tritt
ein. solcher Fall selten aug und ihn bei der Suche nach ZV QL -
gipfligen Ldsungen zu verwerfen, stellt keine Beeintrxrichti-

gung des Verfahrens dar.

6.2, Existenz der Bayesgrenze

Die nach Bayes benannte Stelle gleicher Dichte beider Kom-
ponenten ist als weitere Nebenbedingung von Interesse.
Bild 8 zeigt einen Fall, in dem kéiuq Dayesgrenze exis-
tiert.

Wenn sie cxistieren soil, mufl gelten:

z,h, =z h, (77)
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Mit den Gleichungen (61) erhdilt man

z, ) %; (1+2)2 ' ) ggﬁ(l-z)z
qf; . e = ZZVF" e

n %r . g_i (142)% - r? (1-2)7]

und mit z, = 1~22

%;2: [(1+z)2 - r2(1-z)2] + 1n -i—?—i—z = 0] (78)

Setzt man in (78) wieder x anstelle von z und schreibt
fiilr die linke Seite w(x), dann ist w(x) eine Parabel, die
sich von derjenigen fz(x) Gl. (65) nur um das additive

Glied 1n'r2 unterscheidet:
w(x) + 1n r2 = fz(x)

Da r<1 liegt w(x) im allgemeinen oberhalb von fz(x).

Man kann in Bild 9 bis 12 eine Parallele zur x-Achse im
Abstand.]lnrzl unterhallb der x~Achse, ziehen. Thre Schnitt-
punkte mit fz geben die Lage dev Bayesgrenzen an. In der

Diskussion kann man der Diskussion von f,

5 folgen,




Insbesondere ist bei r=1 stets ein Schnittpunkt der
Geraden fz und w mit der x -Achse vorhanden. Der Wert der
Scheitelpunktsabszisse X, von fz gilt auch fiir w und be-
zeichnet die Abszisse des Beriihrungspunktes beider Kompo-
nenten, zu der symmetrisch die Nullstellen von w(x) lie-
gen, falls sie vorhanden sind, falls also ecine Bayesgrenze
exstiert. |

Fiir r <1 gewinnt man die Bedingung fiir die Bayesgrenze
also aus dem zur Diskriminante von (74) analogen Ausdruck:

2 2 | rz !

ltr ) [ 2r 2 ] ’
- 1+ — x= 21N > 0
(1-r2 © d(1-r9 X

nach Umformen:

1~r2 . 723
2r "—d2-— - In ’1—_72 > 0 (79)




7. Durchfiihrung des Approximationsverfahrens.

7.1 Beschreibung des vorhandenen Programms.

Der Ablauf des Zerlegungsverfahrens geht im wesentlichen

aus dem Blockdiagramm 1 hervor.

Nicht eingezeichnet ist die Moglichkeit, empirisch gemessene
und durch Haufigkeiten in Klassen beschriebene Wahrschein-
lichkeitsdichten zu approximieren.

Dem Programm werden zunidchst die Parameter zur Steuerung

des Rechnungsablaufes eingegeben. Dazu gehdren: Signifikanz-
niveaus fiir die Abweichung der Formfaktoren vom Typ der
Normalverteilung, kleinster zuladssiger Mischdngsfaktor,
Zusatzbedingungen, wie Existenz der Bayesgrenzen oder Zwei-
gipfligkeit. Dann wird die Liange der zu bearbeitenden

Datenbldcke vorgegeben.

Nach dem Einlesen eines Datenblockes und Berechnen der
empirischen Momente werden aufeinanderfolgend Zerlegung,
Zusammenlegung, weiteres Zerlegen usw. durchgefiihrt, wie auf

S. 3 und 4 beschrieben. Diese Funktionen werden gesteuert

durch einen Test auf Normalitdt, dessen Signifikanzniveau vor-

her eingegeben wurde (typisch: oL = 10%).

Weiterhin ist die Unterdriickung kleiner Kompouneuten ab
einer beliebig vorgebbaren Schranke S vorgesechen., Wenn
nach Zerlegen cine Komponente den Anteil (Mischungsfak-
tor) < S hat, wird die zugehdrige Zerlegung rickgingig ge-
macht. Komponen}en.<2-s werden von vornherein von der Zer-
legung ausgeschlossen, da nach Zerlegung mindestens eine

Komponente &S entstiinde. (Typischer Wert fiir S = 1%)

Eine weiterc Wahlmoglichkeit des Programmes sieht Neben-
bedingungen vor, .die zusitzlich zur Zerlegbarkeit géfor-
dert werden kdnnen: Existenz einewr zweigipfligen Summer -
kurve aus zwei benachbarten Komponenten, Existenz von
Bayesgrenzen. Wenn die Nebenbedingungen géstellt sind,
wird eine Zerlegung riickgingig gemacht, falls sice nicht

erfiillt sind, bzw. ein Zusammenlegen vorgenommen, obgleich

die Formfaktoren dagegen sprechen.
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Im I'rogramm sind zahlreiche Moglichkeiten zur Simulation
vorgesehen. Es konnen anstelle der Daten a) Zufallszahlen
nach eingegebenen Parametern erzeugt werden oder b) die
theoretischen zentralen Momente der Mischung direkt aus
diesen Parametern berechnet werden.

Es konnen Mischungen aus einer beliebigen Anzahl von Kompo-
nenten von Gleich~, Dreiecks- oder Normalvefteiiung erzeugt
werden. Eine Mischverteilung kann Komponenten aller drei

Typen enthalten.

Wurden keine Zufallszahlen erzeugt, also die theoretischen
zentralen Momente berechnet, dann kann natiirlich nur einmal
in zwei Kom ponenten zerlegt werden. Diese Version des
Programms diente mehr grundsidtzlichen Untersuchungen der

Zerlegharkeit.

Im Programm kann ein stationdrer ProzeB simuliert wercden,
indem fortlaufend Pscudozutfallszahlen nach dem vorgegebenen
Gesetz gebildet und blockweise verarbeitet wenrden.

Die Zahl der bendtigten Dldcke richtet sich nach dem Verlau
des Zerlegens und Zusanmenlegens, Bei der Siwulation des
stationaren I'rozesses wird vor 'jedem Zerlegen und Zusaumuen-
legen cin ncuer Datenblock eingelesen. DBeim wehrfachen Ver-
arbeiten des gleichen DBlockes wird diecser zu Deginn und nachher
nur dann erneut cingelesen, wenn zevlegt wurde und dadurch
neue Klassen entstanden. Nach einem Zusammenlegen benachbhar-
ter Komponenten ist ein erncutes Binlesen iberfliissig, da
sich die Momente der aus dem Zusaumnenlegen hervorgegangoenen
Komponente dyrch Additioan dérjenigen der Ausgangskomponenten
ergeben. - -

Man konnte diecse Steuerung auch ffir die fortlaufende Ver-
arbeitung von Bldcken ncuer Zufallszahlen verwenden, da
nicht zu sehcn ist, welchen Vorteil die Verwoendung eines\

neuen 3lockes nach dew Zusammenlaosaon hat,
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Wenn ein Zerlegungsversuch erfolglos war, ist das Verfahren
an seinem Ende angelangt.

Dies folgt daraus, daB sich Zerlegungs- und Zusammenlegungs-
versuche abwechseln. Gelingt bereits der erste Zerlegungs-
versuch nicht, so versteht sich von selbst, daf das Verfah-
ren nicht weitergefiihrt werden kann. Miflingt ein spédterer
Zerlegungsversuch, dann ist ihm ein Versuch zusammenzulegen
vorangegangen. Hierbei sind bereits alle Maglichkéiten des
Zusammenlegens benachbarter Komponenten abgepriift worden.
Ein dann auf den erfolglosen Zerlegungsversuch folgender
Versuch zusammenzulegen wiirde keine neuen Gesichtspunkte er-
bringen. A

Man kann dieses Abbruchkriterium natiirlich auBer Kraft set-~

zen, wenn man einen langsam veridnderlichen Prozefi beobachtet.

Die Frage nach der optimalen Linge der Bldcke ist offen ge-
blieben. Sicherlich benstigt man am Anfang kiirzere Bldcke
(typisch 100 -~ 200 Zufallszahlen) wihrend am SchluB des Ver-
fahrens zur Steigerung der Genauigkeit langere Dlocke

(500 - 2000 Zufallszahlen) angebracht sind. Es wurde daher
vorgesehen, die Blbcklﬁnge durch manuellen Eingriff variabel
zu gestalten. Da im Einzelfall nicht fecst steht, wieviel-
Schritte das Verfahren bendtigt, um zum Ende zu gelangen,
konnte die Wahl der variablen Blocklénge bisher nicht auto-

matisch erfolgen.

‘Anhand eines Beispiels wird germeigl werden, weshalb abgesehen
vom geringeren Aufwand kurwzc Bldocke am Anfang gﬁnstiger‘sind
als lange. 4

Die Operation?n wihrend des Zerlegens bzw., Zusamaenlegens
sind aus dem Blockdihgramm 1 abzulesen, Binzelheiten sind

in den entsprechenden Abschnitten dieses Berichtes beschrie-

ben.
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Zum Zerlegen sei noch bemerkt:

Bei der Losung der Pearsongleichung neunten Grades wurde

mit der Sturm'schen Kette bestimmt,ob Wurzeln zwischen

- My, und o liegen. Die Gleichung neunten Grades wurde mit-
hilfe eines im reellen arbeitenden Newton-Raphson-Verfahrens
gelost. Das eigens fiir diese Aufgabe geschriebene Programm
(Werkauftrag Selim) vermeidet zahlreiche Fehlermdglichkeiten
(Kafigbildung, wadgerechte Tangente, etc.) und war bei glei-
cher Geauigkeit in zahlreichen Versuchen 2-3 mal so schnell
wie die komplexe Newton-Raphson-Methode aus dem IBM-Scientific
Subroutine Pacage (SSP). In einem Fall wurde sogar ein Ver-
haltnis der Rechenzeiten von 1:50 gemessen. Die reelle Routine
neigt zu IFehlern bei Doppelwurzeln oder bei im Vergleich zur
Intervallidnge (- pz,o) sehr dicht beicinander liecgenden Wur-
zcln. Der Fehler besteht im Ubersehen‘ der Wurzeln. Durch
Vergleich der ermittelten mit der nach dem Sturm'schen Ver-
fahren vorausgesagten Anzahl der Nullstellen werden die
Fehler entdeckt. Automatisch wird dann die langsamere, im
Fall der Doppelwurzeln zuverlidssigere IBM-Routine aufge-
rufen. 7

Die IBM-Routine versagt u.U.'jedSCh auch, allerdings wurde
beim Testen nur ein [Fall beobachtet, in welchem die rcelle
Routine dann das richtige Ergebnis lieferte. Das Versagen
von Wurzelroutinen in speziellen Fallen ist nichts Ungewohn-
liches. Deshalb enthidlt das IBM-SSP verschiedene Verfahren
(Graeffe, Bairstow, Nassita etc.). Drei wurden erprobt.
Durch die ddrchgefﬁhrte Hintergrundschaltung von zwel Rou-
tinen erhilt man eine hohe Zuverlissigkeit der Vurzelbe-

stimmung.

Zum Zusammenlegen ist zu sagen, dall die geordneten Kompo-
nenten von links nach rechts, d.h. in aufsteigender Reihen-
folge der Mittelwerte, aul Zusammenlegen gepriift werden und
zwar, falls keine Nebenbedingungen bestehen;aulgrund des

Signifikanztestes, sonst nach der gewidhlten Nebenbedingung.




Sind zwei Komponenten zusammnengelegt worden, so wird die
neu entstandene Komponente mit ihrer jetzigen Nachbarkom-
ponente auf Zusammenlegen geprift., Auf diese Weise kann es
geschehen, daf} erst z.B. Komponente 2 u. 3 und die jetzt als
2 bezeichnete Summenkomponente mit der als 3 bezeichneten

Komponente % vereinigt wird.

(Rechnerausdruck: Zusammenlegen von 2 u. 3
Zusammenlegen von 2 u., 3 )

Es wdre auch mdglich, die Komponenten in absteigender
Reihenfolge der Mittelwerte oder in mehreren Durchliufen

auf Zusammenlegen zu priifen. Obwohl theoretisch dabei an-
dere LErgebnisse entstehen konnten, werden nur solche Klassen
zusammengelegt, die nach dem Entscheidungskriterium dquiva-
lent sind. Im allgemeinen diirften die verschiedenen Moglich-
keiten des Durchpriifens zum gleichen Ergebnis fihren.

Dieser Frage wurde nicht weiter nachgegangen. Das gewdhlte

Verfahren zeigt zufriedenstellende Resultate.

7.2 Noch nicht verwirklichte Moglichkeiten zur Verbesserung

7.2.1 Deschlcunigung des D’rograums,

2
4 . ; PR 5~ : -X 50
"Im Programm wird hidufig die Pfunktion e benotigt. Versuche,
: ” ] 1
sie durch Ausdriicke der [Form - zu ersetzen
2 . 4
\ 14x

brachten keine merkliche Zeitersparnis. Wirde man jedoch
5 .
eine Wertctabelle 10 000 e = mit 500 bis 31000 Werten

-

als ganze Zahlen speichern und alle mit c ° ZUuSainmen-—

1

hidngenden Rechnungen im Integer-Dereich gangzahlig durch-
fiihren, so wiirde man an der CAL ca. cin Zéitgcwinn 1: 20
erhalten.’ '

(Fixpoint Addition 3.5 pms Floatingpoint Addition 92 us

Multiplikation 7 s Multiplikation147 ms )




2) Nach dem Zerlegen ciner Komponente und neuem Einlesen
eines Blockes von Zufallszahlen werden die Momente neu
berechnet. Hat man die gleichen Zufallszahlen und nur eine
Ausgangskomponente, so geniigt es,nach dem Zerlegen einen
Momentensatz zu bilden. Den zweiten gewinnt man durch Diffe-

renzbildung des neuen mit dem alten Momentensatz,

3) Das Programm koénnte in Assemblersprache geschrieben werden.

% .

7¢2.2 Optimierung

Es konnten Kriterien zur Steuerung der Blocklange und des
Signifikanzniveaus entwickelt werden, Das Signifikanzniveau
ot bestimmt, wie grofB die Neigung des Verfahrens zum Zer-

legen, bzw. Zusammenlegen ist. Bei kleinem « sind die
Schranken, die der Formfaktor iiberschreiten mufy, ehe auf
Zerlegen entschieden wird, weit. Umgekehrt wird bei zu
groBem & nicht mehr zusammengelegt. Meist wurde o« = 10%
gewdhlt, Dieser empirisch ermittelte Wert liefert Zerle-
gungen und Zusammenlegungen, Es wdre nun sicher sinnvoll;

zu Beginn des Verfahrens & > 10% und wenn kleine Kompo-
nenten auftreten o < 109% zu machen. Dadurch wiirde die Nei-
gung des Verfahrens, sehr kleine Komponenten weiter zu zer-
legen gcemindert und die Neigung, sie mit anderen zu vereini-
geh verstirkt. Vielleicht konnte man dann auf die Schwelle

S fur dic kleinste zuldssige Komponente verzichten.
\




B Erzieclte Ergebnisse

Wir zecigen jetzt einige mit dem Programmsystem erzielte Erygeb-
nisse aus der Simulation und aus der Approximation gemessener

Wahrscheinlichkeitsdichten.

8.1 Mischungen aus Normalverteilungen

Es ist wﬁhschenswert, daR sich Mischungen aus Normalvertei-
lungen wieder in solche zerlegen lassen. Natiirlich ist es
nicht selbstverstidndlich, daBl es eine Mischung aus zwei Nor-
malverteilungen gibt,deren Momente Pog oo ps mit denjenigen
einer Mischung aus drei oder fiinf Normalverteilungen iberein-
stimmen . Wir zeigfen Beispiele,in denen dies der [Fall ist :
(Bild 3 und &) und werden solche bringen,bei denen es nicht
der Fall ist. Bei letzteren wiirde der Zerlegungsversuch schei-
tern. Bei zwei DBeispielen dieser Art, die bei der Simulation
gefunden wurden, wurden Zufallszahlen nach dem gleichen Gesetz
gemischt, nach dem zuvor die theoretischen Momente berechnet
worden waren. Wenn man nun die Anzahl der Zufallszahlen klein
genug machte, so wichen die aus den Zufallszahlen erzeugten
empirischen Momente soweit von dem’ theoretischen ab, daBl die
Zerlegung moglich wurde. Dies ist ein wichtiger Grund dafir,
mit variabler Blockldnge zu arbeiten. Kurze Bldcke zu Beginn
der Zerlegung sind nicht nur sparsam im Aufwand, sondern auch
gliinstig hinsichtlich der Zerlegungsneigung.

Im einzelnen ist zu den Beispielen zu sagen:

Bild 2 zecigt, daR die Approximation der Mischung aus drei
Komponenten (strichiiert) durch =zwei Komponenten so gut ist,
daB eine Weiterfiithrung des Verfahrens nicht erfolgt. Die Mo-

mente filir die Zerlegung wurden theoretisch bercchnet.

Bild 3 zeigf ebenfalls eine Zevrlegung, del dice theoretischen
Momente eciner Mischung von fitnf Normalverteilungen zugrunde
liegt. HMiecr widre eine Weiterfiihrung des Verfalhrens sinnvoll.
Deshalb ist eine Mischung von 6000 Pscudozufallszahlen nach
den Parametern der fiunf Normalverteilungen im Bild hergestellt

worden. (DBild 16)




Das Verfahren findet auch hier eine Zerlegung in zwei Kompo-
nenten und bricht dann ab. Das ist zweifellos nicht optimal.
Dieses DBeispiecl zeigt am deutlichsten die Grenzen des Verfah-
rens. Es wird darauf noch abschlicfiend einzugehen scin, Bereits
hier sei jedoch gesagt, daf das Verfahren keinesfalls dazu neigt,
nur zwei Komponenten zu finden,auch wenn dies nach einigen hier

zu zeigenden Beispielen so scheinen sollte.

Relative [ldufigkeiten von

6000 Zufallszahlen erzeugt

als Mischung von fiinf Nor-

malverteilungen und Approxi- L
mation darch nur zwei Nor-
malverteilungen. '/%*
Signifikanznieveau ¢ =10%. _ k J
yquaﬂ ;;; 5&\_
P ccuinl a
=ii.23 -7.0@2 ~3.20 .2 S. 41 9.33
Bild 16

Rechnerausdruck:
AAL ] pal 1 Anteile, AMY [~ 7 , BMY({ h Mittelwerte

)
astaM [ 1, BsiaML 1 Standardabweichungen.
AY
. EINGEGEBENE WERTE .
_ [ GAUSS-VERTEILUNG )’
CAAE 1) TR (450000 AMY( 11a ~5,000000¢ ASiGM s '
2 o ! 000 ¢ , 1 1) . 2,00000
AAL 2a . . 4153000 °  AMYC 2)x L 3.000000 . ASiom¢ 31s. 1150000
AAL3Ye 2200000 AMY( 3)= +002000 | __ :ASIGM{ 3)s ___ __ 1,0006000
AAT 43 7T +250000 " T AY( e T 3.CCCO00 . _ASIGMC #)= T 2,000000°
AAC 5)a +250000 AMY [ S5)s 5,000000 ASIGM( 51 " 4400000
LSGe  ~.852537145434E 01 ' ST I
2=GIPFL
 LBESUNGSKAMPINENTEN -
CBAT 3= e637681  BMYC 135 414378265 BSIGML 13 34039106
BAL @la . #B62310  BMYL 2)= 0 44696251  BSIGM[ 2)a. _ _ 7 +932773"




- ol "o

Wir geben jetzt zweli Beispiele fiir den Fall, daf die theore-
tisch aus einer Mischung von mehreren Normalverteilungen be-
rechneten Momente keine Zerlegung in zwei Normalverteilungen
zulassen, die Simulation mit Zufallszahlen jedoch 2u einer

Zerlegung fiihrt.

Erfolgloser

Zerlegungsver- 1
stich einer : ///r\\\
Mischung aus drei ) /

P e 4

Normalvertei-

lungen aufgrund

der theoretischen \
Momente. \

A NS

-11. e ~6.28 4g 3. un 8. a0 13. 80

VoA

. Bild 17
. EINGEGEBENE WERTE . -
(. GAUSS~VERTEILUNG .
AAC 2)a . 1300000 AMY( 25 1.000000 Asfénc 23e . 1.000000

CAAC 3)w .. +300000 . AMY( 3)x_ . 2,000000 . .. ASIGH(.3)=.. ... . 2+000000

AUS EINGABEWERTEN BERECHNETE ZENTRALE MOMENTE DER MISCHVERTEILUNG -

MY1® =,363797880709E-11 = MY2: +124899999999F 02 O ——
MYAS . 49B461699994E 03 - | MYS2 »a718269600384E 02. . _MHyes.. .344834950444E 05

LSGs «+187821353985E 00"
KEINE ZERLEGUNG MBEGLICH

LSGs ~4513774456824E .00
KEINE ZERLEGUNG MOEGLICH

KEINE LOESUNG



Zerlegung auf- ” {
grund der empi-
rischen Momente.
' | BN
L&/ i
L /1N
' UL \
K
, M '
Bild 18 ufﬂl \ e
- 14 ; P\
1
| o
“-11.88 -6. 20 -1.4@ 3.4p B.28 13. 9@
. EINGEGEBENE WERTE..: = STl T
€ GAUSS-VERTEILUNG ) T T T T T T T T L
AAC L) 400000 . AMY( 1}s . =2,000000 ASIGMC. 1)=___.. =~ 3.00C000 . ... .
CAAC 238 T 4300000 AMY([ 2)s 1000000 ASIGMC 2)= 4.000000
AAC 33s T 4300000  AMY[ 3)= 2,000000 ASIGMC 3)s 2+000000

Simulation mit 1000 Zufallszahlen.

Signifikanzniveau & = 31,7 %-(1 o)

LSGs »4414039615227€ 01 T

LOESUNGSKBMPONENTEN .~ =< oo

BAC 132 4321961  BMY( 1)a «2.366504 BSIGM

1] g 2+862C65
BAC 2)» ¢673039 . BMY( 2}= . 1.438536 ~ BsIeM({ 2)s 24753174
AMla «,727%95761818E«ly = AM2=  +119359087861E 02 = AM3=« ».808601163281E 01

AM43 40845706654 0E 03 AMS3 ».73701909624CE 03 AM6a 4226061709106 05
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Bild 17 zeigt drei Normalverteiliungen und die zugehorige
Mischvertecilung. Eine Zerlegung in zwei Normalverteilungen
gelingt nicht.

Bild 18 zcigt erneut diese Mischvertéilung,die empirische
IHHEufigkeitsdichte einer Mischung von 1000 nach den drei Nor-
malverteilungen erzeugten Zufallszahlen und die Komponenten,
die aufgrund der Zerlegung der empirischen Momente gewonnen
wurden. Die zu den zwei Komponenten gehorige Summenkurve der
Vcrteilﬁngsdichte stimmt, wie man sieht, sehr weitgéheﬁd mit
derijenigen der Lingabewerte iiberein. Das Verfahren zerlegt
nicht weiter. '

Es ist zu bedenken, daf dem Zerlegungsverfahren nur die Momente

der empirischen IHdufigkeiten bekannt sind.

Erfolgloser Zerle-

gungsversuch ciner

Mischung aus fiinf

Normalverteilungen
aufgrund der theore-
tischen Momente. P ~ /\

Bild 19 ‘ ///r\

2

-12.ud -o.2n —4.'yg ~9.60 3. 24 7. 80
\
EINGEGEBENE WERTE
_.{ GAUSS=VERTEILUNG )"
AAC 17x +200000 AMY(C 1)s =3+000000 ASTGMC 1) 3,000000
AAL 2]a +130000 AMY( 2] *1+505000 AS}GM( 2)= 24500000 -
AAL ?). <w.. +210000 AMY( 3)a _ +5C0000  AS[GMC 3)s . 1000000
AAC H)a . 4200000 . AMY( 4)3 1,000000 ASIGM( 813 2.000000
AAC S)s -v260000 AMY( 5)a 21000000 ASIGMC 5) = +500000

AUS EINGABEWERTEN BERECHNETE ZENTRALE MOMENTE DER H!SCH‘/E‘.?TE!LUNG

MYLs  ,363797880709E-11 | MY23 | 4707159999997E 01 Hy3a ~.209202210004E 02
MY4s  212660364066E 03 MYSs ~4134592799451F o MY6a +127663603036E 05

KEINE LOESUNG ..



In Bild 19 ergibt die Mischung von fiinf Xomponenten theore-—
tische Momente, die keine Zerlegung zulassen. Ilier mﬁB man
bei der Erzeugung von Zufallszahlen bis auf 300 herunterge-
hen, ehe eine Zerlegung gelingt. (Bild 20)

Das Verfahren bleibt bei zwei Losuungskompoanenten stehen, dic
man als Naherung flir die empirische Dichteverteilung ansehen
muB., Es widre nun wiinschenswert, das Verfahren mit groBerer
Bloclklédnge weiterlaufen zu lassen, doch war dies programm-
technisch z.Zt. nicht moglich, da die Blockliange wihrend
eines Laufes z. Zt. nur im Vielfachen von 600 Zufallszahlen

variabel ist und die Anfangszerlegung mit 600 Zufallszahlen

nicht gelang.

Zerlegung aufgrund H

der empirischen

Momente,

Simulation mit 300 \

Zufallszahlen =10%.,

!

AM2 ... AM5 sind die

|
l
|
|

verwendeten cmpirisch-

en biasfreien Monente.

Bild 20
-1a. 98
EINGEGEBERE WERTE
L GAUSS=VERTEILUNG )
AAL 1) 1200000 AMYL 1)a «3+000000 AsigMt 1= 3,000000
AAC 2)s «130000 AMY L 21w »1+500000 ASIGM({ 2)a 2500000
AAC 3)a +210000 AMY ([ 31z +5C000 ASIGMC 3)= 1.,006000
AAL B« 1260000 AMY ( 4] a 1.060000 . ASIGHML 4)= 24000000
AAC 5] $260000 AMY( 5) s 2:000000 ASIGMC 5) 500000
"LSGr  ~4322220318820E 01 '
" LOESUNGSKBMPUNENTEN
BAC 113 1266371 BMY ([ t)s ~ 24844395 BSIGHMC 1)1 24538549
BAC 2) = 733129 . BMY({ 21s 1.213822 BSIGMC 2)= 10313632
AMYa =,109139364213F~10 AM23 4627560135838 01 A¥3: =.179469156938E 02

AMha  4168291572035E 03 AMB= ~21015206216277E 04 AMGE3  «B346290007446E O
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Ein Beispiel bei dem 2000 Zufallszahlen als Mischung von
drei Normalverteilungen erzcugt werden und je nach Zufalks-
zahlensatz und Signifikanzniveau drei oder vier Komponenten-
verteilungen gefunden werden, soll den Abschlull der Approxi-

mation von Mischungen aus Normalverteilungen bilden:

In Bild 21 ist punktiert die Dichtefunktion zu sehen, nach
der die gezeigten Zufallszahlen erzeugt wurden. '
Signifikanzneveau ot = 10 % . Zundchst erfolgt eine Zerle-
gung in zwei (strichpunktiert) und dann in vier Komponenten
(strichliert). Dic einzelnen Komponenten sind mit darge-

stellt. . ‘ ) " ,

Zerlegung aufgrund

der empirischen to-

mente von 2000 Zu-~

fallszahlen als Mi-

schung von 3 Normalk-

verteilungen.

Zufallszahlensatz 1,

Signifikanzniveau
d = 1093:

Zustand nach zwei-

maligem Zerlegen.

Bild 21

E INGEGEBENE WERTE
{ GAUSS-VERTEILUNG ]

CTAAL D). 1300000 AMY T 1) %3.0C0009 ASIGHE 13 77 1.000C00
AAL 2)s +302000 ANMYL 2)w +000000 ASIGML 21# 2,000000
LAAL 3)s . 1400000 AMY C 3)» 440C3000 ASIGM( 3) = 1500000
LOESUNGSKOVMPONENTEN
CBAC 10w 439965{  BMY( 1)s  w2.783463 BSIGHC 13® ... 1093814
JBAL @)e 0 048057 . BMY[ 21= | =4382150 . BSIGM{ 2)3 ... ... 616130
BAL 3)» 1060848 8MY.( 3) s 1853718 BSIGM[ 3)= 14032129 :

CBAC 4)e T eho1443 BMY( 4= " 34676325 BSIGML 4)= . 11670766



Endergebnis von |
Bild 21 nach ” ﬂ

Zusammenlegen, 5

Bild 22 - : U Xﬁ\\‘.' r \ |
: | ] NN ' r

-6.00 -3.10 -0.20 2'78  s.6d 8. 52

e ¢

S LBESUNGSKOMPONENTEN ..ol o osiil o i et Sl n LSRELmroainge i

ZBAL 13w T 0398857 T BAY L 135 T T T2 7sks0s 1 BsioMe 115710 111097490
BAC 22 4049313 BMY( )= ~4374930 BSIGMC 2)% 1610382
. BAC 3)m 1551830 . BMY( 3)» 34365347 - BSIGMC 31= T 1,842867

Als hﬁchster Schritt erfolgt ein Zusammenlegen der dritten
und vierten Komponente. Die Entscheidung des Zusammenle-
gens f&allt knapp. Der Betrag der Differenz Dif 2 = -1,63
liegt nur knapp unterhalb des fiir o= 10 % mafigeblichen
Wertes 1,645.

Die Yichtefunktion Bild 22 stellt eine gute Anniherung an
die empirischen ﬁaufigkeiten dar. Die drei Komponenten

\

sind ebenfalls gezeichnet.

Es ist noch ein anderer Satz Zufallszahlen nach dem gleichen

Verteilungsgesets erzeugt worden., Hier erfolgt bei o = 10 %
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die Zerlegung =zunidachst in zwei und dann durch Zerlegen der

linken RKomponente in drei Komponenten+ Die empirischen.

Hiaufigkeiten und das IEndeéergebnis sind in 3ild 23 zu
sehen. Wihlt man jedoch o = 25 %, so wird auch noch die
rechte Komponente in zwei zerlegt, Bild 24. In beiden

Fiallen (Bild 23 und Bild 24) wird nicht zusammengelegt.

<

2000 Zufallszahlen

als Mischung von

3 Normalvertei-

lungen.

Parameter wie

B '
Bild 21 und 22, 1
nur andere Zufalls- Lk'lrﬂﬂd

*r—-g_r‘:::
=
.
=

zahlen.

Ergebniss: Zerlegung ' ”
in zwei und dann b il U
in drei Xomponen- J
Il
ten. B A ot
-6.88 -3. 10 -a.20 2.78 S.680 - 9.50
Bild 23
N\
 EINGEGEBENE WERTE
"¢ GAUSSAVERTETILUNG )
TRAC 1) .07 7300000 . AMY( 1)s T =3.000000 ASIGHME 1)+ ~1.00C000 .
AAL 2)= +30C000 AMY ([ 21+ +0C0C00 ASIGM( 2)¢ . 2.06C000
AAL 3)= 1400C00 AMY ([ 3= H+000000 _ASIGMC 3)s  4.500C000
U LBESUNGSKOMPONENTEN o o e e e e e e e e e em e e e
"BAC 1% 1352957 BMY (L 1)s ~24876188 BSIGMC 11= © 14054139
BAC 2} 0095335 BMY( 2)= -.816826 BSIGM( 2) = 1835517
BA[ 31 ¢551208 BMY( 31v '3.292713 BSIGML 318 . . .1+1862505 4
A
S
B
> ":_\}'ﬁ
gk ”‘,,\\\
e -
s .\0



2000 Zufalls-
zahlen als Mischung

von 3 Normalvertei-

Jungen.
Parameter wie in

Bild 21 und

22

aufler Signifikanz--

of
2 70 e

niveau K=

Gleiche Zufalls-

101 -

N S e

o i

zahlen wie in U X
Bild 23. H
~ . AR 1l
Ergebnis: Zerlegung g7y 3.1 D20 .70 K] 8.5a
in zwei und dann
in vier Komponcnten - Bild 24

T EINGEGEBENE WERTE i . . . _

U GAUSSWVERTEILUNG )~ 77 T T Tt T e e

AAL )= +300000 AMY L 1)a *3+000000 ASIGM( ()= "~ 1.00€000

AAL 2)a +300000 AMY( 2)s= +0C0000 ASIGM[ 2)a 24000000

AAC 3). +500000 AMY( 3)s 44000000 ASIGM{ 3)» 14500000
LOESUNGSKOMPSNENTEN _ . o -
BAL 1= 1353435 BMYL 1)a. *2:877508 BSIGME 1)+# 10050195 .
-BAL 2)a 1033250 BMY( 2)= 2842749 BSIGM{ 2} 1834526

. BAL 3]« . 2047284 | BMY({ 3)= 1612188 BSIGML 3) 3 1956431
_BAC 41w , 50583y _BMY( 41 _ . 3.538R49 BSIGMC 43w ... 1719529 .
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8.2 Nicht-normale Mischungen

Das Verfahren findet hiufig auch dann eine Zerlegung in
Normalverteilungen, wenn das Verteilungsgescetz der Zufalls-
zahlen nicht normal ist.

In Bild 25 ist eine Mischung von 6000 Zufallszahlen erzeugt
worden. Der Mittclwert liegt bei 1, die Breite des Recht-
eckes ist 2. Die gewahlten Parameter des Zerlegungsverfahrens
sind: Irrtumswahrscheinlichkeit ot = 25 9% d.h. Schranke fiir
die Varianz der Formfaktoren: 1,15; kleinste zuldssige Kom-~

ponente 1 %.

6000 Zufallszahlen mit
Réchteckvcrteilung. ﬂ -
|

Signifikanzniveau O = 25%

Kleinste zulidssige Kompo-

nente S = 1%

e
\uc':‘,
g
c—*ﬁE

’ =P

Beginn der Zerlegung zu-

neachst in zweildann in

vier Komponenten. ;o } \
. il -p.e2 A .B oa.82 . N3
B_L_Ld 25 e,e3 -n.e @, 43 I. 60 a.8 Y,
‘Ldésu&éékeﬁ?e~s$fs&""i”"f‘f""“"""““"”_"""'"”“' T R T i
BACL 13+ © W4836170 © BMY( {)= " k87239 BSXCH(‘ ii-. o .a7’>'+3s
BAL 23w . ... +513330 BMYC 2} .. . 14497778 BSIGML 2)% — ... +277867 -

.— - EOESUNGSKAMPENENTEN [ [T 77 T e e e e e e
BAL 1)»  ° 7 ,193434 " . BAY( 1)& 1204129 . BSIGMC 1) C 116363
BAL 2]« 1290152 -~ BMYC 2)= 1701951 as{gng é; 3%8353
BAL 3« . 1315935 BMY ([ 3)a 10282439 - BSIGMC 3)= . 1212954

_ BAL 43 .200279 _ BMY( 4)=- .. 19788096 . BSIGM{ 4)*% . _ __sl24152
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Fortsetzung von Bild 25

Zerlegung in acht Kompo-

T BAlIN) e

BSIGM({11)=

nenten.
Bild 26 A |
. LOESUNGSKOMPONENTEN T - o s e S
T BACL 1) 4055726 BMY( 1l V074564 ésicmt‘1v-""""*03§ 29
BAL 2)s . .. 132078 .. BMY( 2)= «255138 BSIGM( zgs Sy .:xoséa3
L BAL 3w .212956 _  BMY([ 3)s  __ ,612487 BSIGM( 3)= . . 0176231 _
L BAL 8)s 7777 4032989 | BMY( 4)e "7 490520 BSIGMC 4)= _ .. _ #153067
BAL 5) = +129000 BMY( 5= 141116667 BSIGM{ 5)= 1163832
i BA( 6)= . '193@09 ) BMY( 6] 14007140 BSIGMC 6)= 0167981
BAC 7)e . 0121591 BMYC 718 14711715 BSIGML 7)® T a104832
:.BAL 8)= _... ..0072251 .. BMY( 8)= .+ 14920302 . BSIGML 8)= .o . . $046557
Endergebnis der Zerlec-
gung von 6000 rechteck-
verteilten Zufallszah-
len mit Paramgtern wie )
in Bild 25.
\
.Bila 27 :
-a. 843 -4. 88 8. 43 1.63 2.89 4,43
_ LOESUNGSKBMPONENTEN - S
CUBAL 13w 4016723 © BMY( 1)s 1027827  BSIGMC 11= 1016298
CBAL 2)= . .. 2034694 BMY( 2)e - +089389 BSIGML 2) 1037335
_BAL 3)= 0076914  BMY([ 3)J= 4198838 BSIGM( 3)® .. 0081399 _ _
.. BACL B)= 056496 L BMY(C 4)e . 1329600 BSICGML 4) '0R8074
BAC S)e 212775 BMY( S) = 1609035 BSIGML 5)= 1177723 .
BAC )= 1213970 BMY( 61s 1:032647 BS{GML 6) = 1186769
BAC( 7)s= 0193424 BMY(L 7= 14411688 asigML 7)e +169C59
BAL 8= . 1037868 BMY( 8)x 1.611387 BSIGML 8)* 1077710 . .
_ BAL 9)ws . +084943  BMY([ 9)» 1757008 BSIGML 9)« . +086193
BA(10)= 045277 ___ BMY(10)= _ 14896885 CBSIGML10T= . ... 4081515
... 2024936 BMY[11)s  1.969645

1016716
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Das Verfahren zecrlegt zunidchsti in zwei, in vier (Bild‘zs)
und dann in 8 Komponenten (DBild 26). Nun werden die mitt-
leren Komponenten 4 und 5 zusammengelegt. Von den jetzt
vorhandenen 7 Komponenten werden die duferen vier zerlegt
(1,2,6,7), bei der Komponente 5 wird ein Zerlegungsversuch
verworfen, da sich eine zu kleine Komponente ergibt. Das
Verfahren endet bei 11 Komponenten, deren Summenfunktion
in Bild 27 dargestéllt ist und als brauchbare Ndherung fiir

die empirischen Haufigkeiten betrachtet werden kann. !

In 8ild 28 ist die Mischung von 6000 dreieckverteilten
Zufallszahlen mit dem Mittelwert -3 und der Grundlinie 10
erzeugt worden. Das Verfahren wurde mit o =10 $% entsprechend
einer Schranke von 1,645 fiir die Varianzen der Formfaktoren
gestartet. . . )

Es werden zundchst zwei etwa gleich grofle Normalverteilungen
gefunden, deren Mittelwerte -4,34 und -1,36 ziemlich symmec-
triséh zum empirischen Mittelwert der Zufallszahlen -2,94

liegen und die diese bereits recht gut approximieren (Bild 28).

6000 dreieckverteilte Zu-
fallszahlen. Signifikanz-

niveau ol = 10%. Beginn : ﬁt%
i = ,'I
A

der Zerlegung zunidchst in \

zwei Komponenten. ) E A ’ fr\/
\
Bild 2 ’ j / \ \\
-18.'84 - -12,/04 -G89 9.

o1

s

. LOESUNGSKOMPONENTEN .

BAC 1) «537771 CBMY( 1)e  e8.344917  BSIGM( 1)+ 10403813
BAL 2)e 462229 BMY( 2)& ~14363617 - BS|GM{ 2)» 12320824
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Nach dem Versuch die erste dieser Komponenten Zu zerlegen

und der Zerlegung der zweiten Komponente in zwei kommt das

Verfahren zum Ende (Bild 29).

Fortsetzung von Bild 28
und Endergebnis der Zer-~
legung von 6000 dreieck-

verteilten Zufallszahlen.

Bild 29
LOESUNGSKOMPONENTEN
BAL 1) = 1539408 BMY( 1)
_BAL 2)n _ o411044  BMY( 2)®
BA{ 3)s _ _ _.049548 = BMY{ 3)=

T

JI ]

-18/88  -12.80 -6.ea D00 .02 12,

«4+305807 BSIGMC 1) 1:441C29

~14639299 BSIGM( 2) = 11228669
+596090 BSIGMC 31 .. .. 1539020
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Es soll ein Beispiel gezeigt werden, bei dem eine Mischung
aus drei Dreieckverteilungen mit insgesamt 2000 Zufalls-

zahlen approxXximiert wird.

2000 Zufallszahlen als
Mischung von drei Drei-
eckverteilungen.
Signifikanzuiveau o = 10%
Beginn der Zerlegung in
zwei (nicht dargestellt),
drei (punktieft)und

schliefllich in 4 Normal-

verteilungen.

Eingegebene Werte zur

~2000
Erzeugung der Zufalls-

zahlen.AA[ ] Mischungsfaktoren, AMY L1 Mittelwerte,

ASIGML 1 halbe Grundlinien der Dreieckskomponenten.

Bild 30

=" EINGEGEBENE WERTE

~ { DRETECKeVERTEILUNG )~
AAL 1) ‘ ¢300000 ‘ AMY (T 1) =3.,000000 ASIGMC 13 2,'000000
AAL 2)0 +400000 AMY( 2)3 4000000 ASIGM( 2)= 1,000000

" AAC 3)e - - - 9300000 - - AMY( 3)= = 4+C00000 - ASIGM{ 3]s - 1+500000
- LOESUNGSKOMPONENTEN - R T shoc BB L 200

- BAL {)» < 924777 .. BMY( 1)= - -#34383793 BSIGM( )% - 9619059
BAL 2) s -~ -+085990 -BMY( 2)s - «2¢1285%509 BSIGMC 2)}% - - - +410537
BA( 3)» . +432232 - BMY( 3}s »+00116} BSIGM( 3)= 1409613

BAC &) +300000 BMY( 4s 44036761 - BSIGM( W)= 1617675
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Daten des Zerlegungsverfahrens:

Irrtumswahrscheinlichkeit e = 10 %

Untere Schranke flr kleinste Komponente S = 0.

Das Exrgebnis der Approximation ist imn Bild 30 =zu sehen.

Die empirischen Hidufigkeiten bilden die Stufenkurve,durch
die hindurch (besonders links deutlich zu sehen) die theo-
retische Dreiecksverteilung gezeichnet ist, nach der die
Zufallszahlen erzeugt wurden.

Das Zerlcegungsverfahren findet zuniichst zwei Normalvertei--
lungen (nicht dargestellt), von denen die rechte offenbar
die rechte Dreiecksverteilung schr gut anndhert, diéblinke'
wird 4im ni#chsten Schritt erneut =zerlegt, sodafl jetzt eine
Mischung aus drei Normalverteilungen vorliegt (punktiert).
Im letzten Schritt zerlegt das Verfahren die mittlere der
drei Verteilungen und konmt zum Schluf. Auf Bild 30 erkennt
man, daB jetzt dic rechte und die mittlere Komponente sehr
gut angendhert sihd,wahrend die linke Komponente durch eine

Mischung von zwei Verteli lungen ebenfalls gut angendhert wird.

In einem anderen Beispiel wurden 500 Zufallszahlen nach
drei Dreieckverteilungen erzeugt.

Der Algorithmus wurde mit &« = 10 % , S = O angewendet.

Zu den Bildern 31 - 3h:
500 Zuftallszahlen als Mischung von drei Dreieckvertei-

: \ .
lungen. EFingegebene Werte zur Erzeugung der Zufallszahlens

. EINGEGEBENE WERTE
. { DREIECK~VERTEILUNG 7

TAAC 1)s 4300000 AMYC 13 *24000000 ASIGMC 1)= © 1.000000
. AAC 25 - +300000 AMY C 2] = 1060000 ASIGM( 21% 24000000
L AAL 32s O e400000 AMY( 3)= . 3.,000000 . . ASIGM{ 3)F . .. _ 1+500000
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Beginn der Zerlc-
gung in zwei Normal-

verteilungen.

Bild 31
"UBESUNGSKOMPENENTEN  '“j;f_
BAL 1)s 7 . 4375179 BMY[ 11=
BAL 25 ..... . 624821 .. .BMY( 2)s". .

Fortsetzung zu
Bild 31

Zerlegung in vier

Normalverteilungen.

LOESUNGSKIMPONENTEN :
BAL 1)s . 290058 BMY( 1)=

BAC 2)= 4056208 BMY ([ 22
BAL 3)s | 74195787 BMY ( 3)=
BAL #)s 7 4457947 BMY ([ 4)a

=

=y

e
v

P T

/ ﬁﬁ%

e \> y
e

I~

i ﬂl
f H H
U
%]

-5.pa ~2.58 "o 2.5 T 7.50
*1.648673 BSIGML 13= ~ T 1646340
20441062 BSIGML 2)= . . +850725

-5.29 7.'508
~1.986072  BSIGMC 1)= 4350728

=+393043 BSIGML 21+ . «435018
1,051271 BSIGML 3)° +544283
e 4636158

213373565 BSIGML &



Fortsetzung =u

Bild 32

Zusammenlegen von

zweili Komponenten.

Bild 33

~ LBESUNGSKOMPBNENTEN

BA([ 1) 295724
BAL 2) = 0242450
BA( 3] 1461826

Zerlegen einer

109

anderen Komponecnte.

Bild 3%
~ LOESUNGSKOMPONENTEN
BAL 1)« 124791
BAC 2)s 1172383

_BA[ 3= 240022
LBAL 4= 462800

il —
I
Net Lr )
Il
Al
%/1 ‘J\
: 4 -
-5.89 -2.50 8.0 2.58 .89 7.58-
BMY( 1) =14965248 BSIGML 1)= 1372379
BMY( 21 0766663 BSIGMC 21=. +793405
8MY( 3)s 2,819188 BSIGMC 3) = . 1652180
"A
i
il
.HR
-5."90 -2.50 7.52
BMY( [ =2+292270 BSIGHL 13 0223770
BMY( 2)¢ 14722147 BSIGML 2= 1263043
BMY([ 31= 13C0667 BSIGHM( 31% 1 819754
BMY [ 4)s 21803446 BSIGML #) = 1669930
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In den Bildern 31-34 sind jeweils Iliufigkeiten der Zufalls-
zalhlen, die thcoretische Funktion nach der sie erzeugt wur-
den und die Ergebnisse der Zerlegung zu schen, teilweise
mit Komponenten. Das Vorstadium ist in jedes Bild mit auf-
genommen .,

Bild 31 zeigt die Zerlegung in zweili Normalverteilungen.

Der Vorzustand - eine Normalvertcilung -~ ist ebenfalls
eingézeichnet. In Bild 32 ist zu crkennen, daB beide Kompo-
nenten erncut zerlegt wurden. Bs sind jetzt vier Kompoﬁenten
vorhanden. Die beiden mittleren Komponenten werden nun zu-
sammengelegt (Bild 33). Die Summenkurve aus den vier Kom-
ponenten in Bild 32 ist mit eingezeichnet. Das Verfahren
bricht jedoch erst ab, nachdem die linke Komponente noch-
mal in zwei zerlegt wurde (Bild 34). Auch hier ist die
Summenkurve der drei Dichten aus Bild 33 mit eingezeichnet.
Die letzte Zerlegung ist sicherlich auf den speziellen Zu-
fallszahlensatz zuriickzufiihren, der im Dereich dexr linken

Komponente ebenfalls zwei Spitzen und einen Einbruch hat.

Bs 3 Zerlegung unter Nebenbedingungen.

An den Zufallszahlen des letzten Beispiels wurde die Wir-
kung der Mebenbedingung "Zweigipfligkeit" bzw. "Existen=z

der Bayesgrenze'" als Dutscheidungskriterium erprobt. Die
Bezeichnung "Nebenbedingung" ist nur fiir das Zerlegen korreckt.
Ilier muB neben der am Formfaktor erkennbaren Zerlegungswir-
digkeit auch “die Ngbenbedingung erfiillt sein. Beim Zusammen-

legen wird nur die "Nebenbedingung'" abgefragt.
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500 Zufalls=zahlen, I
gléiche Eingabe wie r

in Bild 31, jedoch

T

Nebenbedingung

Zweigipfligkeit.

e T R e

Ergebnis: 3 Kompo-

nenten

g e |
e

=== <\
==
—

’ J
. - H ! ' N
Bild 35 ! 1N
-5,080 .50 . by 2. 59 S. 88 7.50

LOESUNGSKOMPENENTEN ~ T T T e e
BAC 1)s 124791 T BMY( 113 24292270 BSIGMC 1)h . +223770
BAC 2] - . . 4172383 BMY( 2) s n10722147 BSIGM( 2)% -~ . 263083 .,
SBAC 3)x 0 a702321  _ BMY(3)w . 2s119074 .. . BSIGMC 3)r__. ... 12194960 _

Bild 35 zeigt das Endergebnis einer Approximation mit

« = 10 % s 5 = 0 und Nebenbedingung: "Zweigipfligkeit"

Es unterscheidet. sich vom Endergebnis Bild 34 nur dadurch,
dafl die dritte und vierte Komponente zusammengelegt wurden.
Der Ablauf stimmt ebenfalls vollig mit dem in Dild 31 - 34
itberein, nur\endet_er erst einen Schritt spdter nach dem
Zusamnienlegen der dritten und vierten Komponente. Dies ge-
schicht, weil die schwache Pinsattelung nicht mehr als
Zweigipfligkeit erkannt wird. Die ecinprogrammierte notwen-
dige Bedingung filr die Zwveigipfligkeit ist nur bei deut-
lichen Einsattelungen erfiullt. Beim Blick auf die enpirischen
Haufigkeiten eirscheint das erziclte Endergebnis gar nicht

so ungiinstig.
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500 Zufallszahlen,
gleiche Eingabe wie
in Bild 31, jedoch ‘ u k

Nebenbedingung Day-

esgrenzc existiert. f

e
e
=

Ergebnis: 5 Kompo-

s
&:.,3

nenten. _ 1 ; JW'D
| | J____”i,”z‘ﬁﬁj\y
|
Bild 36 j / %?HII [
-5.00 -2.50 9. 5. 09 7.50

.. LOESUNGSKSMPEONENTEN . .. ...

BAL 1)« s 124841 BMY( 17 -24292215 BSIGM( 1)= 1223785
_ BAC 2)w . 4172059 BMY ([ 2)s v1+723834 BSIGMC 2)r - 1261415
BAL 3] 1048454 BMY [ 3)a « 1266572 BSIGML 3]s V575756
. BA( 4)« . 0191459 . BMY[ 4)e 1,0k6425 BSIGMC 4)a . . ... ¢617867
BAC.S)® o ... *463188 _  BMY[ S)x__ 24810984 BSIGMC 5)e ... ....1661739

In Bild 36 ist das Ergebnis der Approximation des gleichen
Datenmaterials wie bei Bild 31-34 und 35 mit o = 10 %,
S = 0 und Nebenbedingung: "Bayesgrenwe existiert!" zu schen.
Der Unterschied im Verlauf des Algorithmus mit und ohne
Nebenbedinguny besteht darin, da® durch sie das Zusammenle-
gen verhindert wurde, sodafl am SchluBIS {fomponenten vorhan-

den sind.
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8.4 Approximation gemessener Wahrscheinlichiieitsdichten,

Die Daten cntstammen Messungen von Herrn DProf. Dr. D. Wolf(l,
Frankfurt /45/. Einige Trgebnisse der durchgefiihrten Zer-

legungen sollen zur Illustration betrachtet werden:

GESs ZaML DER 223 998800,
EMPIRISCHE NULLPUNKTSHMOMENTE DER MISCHVERTE ILUNG

Al = ,262126708364E 02 * A2 = +724557549983E 03 A3« 1209422632980E 05
Ab 3 ,628B46232761E 06 A5 3 41951770027%6E 08 A6 ®  1623579117047C 09
EMPIRISCHE ZENTRALE MBMENTE DER MISCHVERTEILUNG M[T B]AS

MGl»®  ,000000N00000E 00 MG2® 437453434985 1E 02 MG3E =+1383442759S1E 02
MG4=  4377826132584E 04 MGS* =¢342859505898E 04 MG6s «5374%0687500E 06

BIASFREIF EMPIRISCHE ZENTRALE MBMENYE DER MISCHVERTE ILUNG

B b CT T MK2Y  4371534724334E 02 MK33 =+138304691484E 02
_ MKb= ,377326803040E 04  MKSs «e302860743496E 0 MK6e +537441790844E 06

NACH DER SHEPPARDSCHEN KORREKTUR . _ & S mmEe

A S .. . MK2®. [ 4373701391502E 02  MK3* ~+138344691484E 02
CHMK4s TT.375957046084E 04" | MKS53  +,341707871066E O4 MKGs  +532735318638E 06 .

998 800 Amplitu-
denwerte in 512
Klassen eingeordnet,
Approximation

ydurch cine Normal-

verteilung.

Bild 37 2a23 1824  20a48 3072 Y4295 G1320

LOESUNGSKOMPONENTEN'

- BAL AT 10000000 BMY( 11% | 264212671 _ _ BSIGMC 13% . 6e113112
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Fortsetzung zu -
Bild 37. ’
Approximation
durch zwei Nor- —
malverteilungen.
.. ; ST 251 3 72 TG Siond
Bild 38 Qa 53 1Ba2M 22248 32
LOESUNGSKOMPONENTEN ¢ @ Siiags . B9 T 0. o o el o8 Sk
BAC 1s- - e414310 BHYC 112 214674567 BSIGMC 1) 49743777

BAC.2) 2. .. ...+585690 ..BMY( 2)s .

294422868 - - BSIGML 2}3 - .- 41797199

. DﬁHf . +276356793263E%Q1 .. . DAHS 1173944140%61E201

Das erste Beispiel zeigt eine Zerlegung in zwei Norm&l-
verteilungen, s ist insofern bemerkenswert, als die Ein-
zelverteilung 3ild 37; die nur in zwei Momenten mit der ge-
messenen ilbereinstimmt, im Gegensatz zur Mischverteilung
Bild 38, die in 5 Momenten iibereinstimmt, eine bessere An-
passung liefert als letzterec. Dies folgt durch Augenschein
und auch nach dem Test von Kolmogoroff (DAl < DNH ). Auf
den Test wir{ im Rahmen dicses Bericﬁtos nicht eingegangen.

Dieser Fall ist eine Ausnahme.



Ein weiteres Beispiel der Zerlegung in zwei Komponenteu
zeigt Bild 39. Ilier ist eine deutliche Verbesserung der
Approximation mit zwei gegen einc XKomponente zu sehen
(DAH > DNH). Ob eine weitere Zerlegung durch Verdnderung
des Signifikanzniveaus miéglich ist, wurde nicht Utberpriitt.
Dieses Beispiel ist insofern interessant, als hier die
Nebenbedingung Zweigipfligkeit zu cinem Verwerfen der Zer-
leguug'gefﬁhrt hidtte, obgleich die empirische PFunktion =wei

deutliche Maxima besitzt.

999 998 Ampli-
tudenwerte in
512 Klassen
eingeordnet.
Approximation
durch zwei Nor-

malverteilungen.

Bild 39 803 TG 24 278 30.72 O A PF.

. LBESUNGSKeMPERENTEN U T TTIT o : vmB * G e Tid 2

BAL 1)« - - 4594970 - BMY(
~BAC 2)w. ...

1)a 204653141 BSIGMC 1)® = 54583615
+405030 . BMYL 2)5 - 33,913333 - BSIGM( 2)%- - B5+405852

ONH®  +169509334936E=01 DAHI  4419392590179E~01
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998 041 Amplitu-
denwerte-in 512
Klassen eingeord-
net. Approxima-
tion durch vier

Normalverteilung-

en.
s Q2 038 18a 24 20298 30278 55296 Sre20
. LOESUNGSKOMPBNENTEN . o oo oo e T
"BAC 1) " 4138280 BMY ([ 1) = 124950937 BSIGMC 118 ° 54667304
BAL 2)x 1268979 BHY( 21®  18.025023 BSIGML 2) @ 50041034
BAL 3)s ~ 557129 BMY( 3)s  © 32.473299 BSIGMC 313 5+193083

- BAC 4} & o 6085618 BMY( 41s .. - 384991502 - BSIGMUL 4)s- - - 31935587

Die meisten Verteilungsfunktionen lieflen sich jedoch schr
gut annihern z.B., die folgende durch & Komponenten,

(Bild 40)
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Ebensogut ist die Anniherung in Bild 41 durch 10 Komponenten.

Hier ist die Verbesserung (DNII < DAll) gegeniiber 8 Komponen-

ten nur noch gering.

Dieses Beispiel wurde noch mit einer Programmversion ohne
Schwelle S filir die kleinste Komponente und ohne Sortieren
der Komponenten nach dem Mittelwert gerechnet. Streicht man

in Bild @1 z.B. einfach alle Komponenten mit einem Anteil

BA [1i]<0,5 %, so verbleiben sieben Komponenten, deren Mittel-

werte aullerdem richtig geordnet sind. Am Bild der Funktion

diirfte sich nichts andern.

999 999 Amplituden-

werte in 512 Klassen

eingeoxdnet,

Approximation durch

10 (7) Normalver-

teilungen.,

Bild 41
\
LOESUNGSKOMPONENTEN
e BAL 1d3. . L elk2GH2 .
BAC 2)s.... .. 292837
BA( 3)» +001317
BAC %)= «002017
BAC 5) = + 1384265
BAC 6)a - - +003382
. BAL 7)a . . 2001095
BAC 8)a . «135981
BAC 9)a 1162834
BA(10)» 1018733
DNH2  +107555063913E=01

9122 18a 24
SBMYL 13x . . 12.520966
BMY( 2)= 19499500
BMY( 3)s= 14:967146
BMY( 4] 17,013415
BMY{ 53 244177128
BMY({ 6])= 27.832022
"BMY( 71 . 27804692
BMY( 8)= - ‘33525407
BHY( 91 384936504
BMY (10]) s 514978712
DAH® 1110487381622E~01

22:48

BSIGM(C
BSIGM(
Bsign(
T BSIGMC
BSIGM(
BSIGM(
BSIGMC
BSIGM L
RSIGMC

372

1)
2}
3)
4)a
5)s
6)3
7)s
8)=
9)s

BS{GM(10) =

Y422 96

30421713

49344391

1729148
20303795
4+062094%
1»611093

1445205
3e221282
2+184021
10577955

51220
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9. Abschlufl

Es ist ein heuristisches Verfahren zur Wahrscheinlichkeits-
dichteapproximation entwickelt worden. Als Momentenverfahren
benotigt es keine Speicherung der BEinzelwerte., Die Darstel-
lung einer Vertecilung als Mischung - und nicht etwa durch
eine Reihe-hat den Vorteil der leichteren NDeuntbarkeit.

Bei der Zeichenerkennung stehen diec Komponenten fiir Kqﬁiva—

lenzklassen.

Sur Gteuwernny des Verfahrens wird eoin Sicniflikan=ztest verwen-~

) - - « i~
H

’ ‘hG S 13 - : . * .
det S0/ . T i'nlle, dafh das tlassiifimierte Deobachtungsmate-

-~

1] sesveichert wird (Deispicele unter 8.4 3. 113 f£.) wurde

(=%
]

s o
auch die Giite der Approximation in jedem Teilschritt mit

einem Signifikanztest liberpriift (Test von Nolmogoroff). Dadurch
1lépt sich crltennen, welche Zerlegungsschritte einen besonderen
Zuwachs oan Signifikanz lieiern.

In einer ncueren Versoifentlichung (April 1973) wurde das
Prinzip, einen Signifikanztest zur Steuerung und Beurteilung
der Klassirfrizierung heranzuziehen, ebenfalls beschrieben /15/.
Es wurde vom Verfasser dieses Serichtes jedoch ohne Kenntnis
der Arbeiten des Autors von /15/ benutzt. So finden sich An-
gaben iiber die signifilkanz der Approximation in den Ergebnis-

sen, die im MdArz 1673 dem Auftrazzeber /45/ zugesandt wurden.

S

9.1 Leistungsfihigkeit und Grenzen des Verfahrens,
A)

Die Aufgabe,in einer multimodalen Mischung auch alleyqut-
haltenen Komponeuten zu finden, wird nicht immer selist
(Bild 16). Doch sind auch sehr gute Ergebnisse zu verzcich-
nen (Bild 30). Weitere Untersuchuagen der Ursache dieses

unterschiedlichen Verhaltens wiren winschenswert.

Bei der adaptiven Approximation von Wahrscheinlichkeits-
dichten, insbesondere auch wenn sie nicht duferlich er-
kennbar aus mechreren Anleilen bestehen, ist das Verflahren

recht leistungsfihig. Bilder 25 -~ 29 und 37 - by,
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9.2 Nebenergebnisse

Dic umfangreichen Untersuchungen fiihrten »u einer Reihe von
Nebheunergebnissen. Dazu gehort eine Schranke fir die Wurzeln
der Gleichung neunten Grades von K. [Pearson /h6/, die Er-
kenntnis liber das Entstehen einer Zweideutigkeit und eine
heuristische Entscheidungsregel zur Beseitigung ihrer Aus-
wirkung. Pearsons Untersuchungen iiber den Symmetriefall wur-
den erweitert, seine Ungleichungen zwischen den‘Formfaktoren
erginzt, eine Unterscheidung von 2 Symmetrietypen anhand der

Formfaktoren vorgenommen.

Das Pearsonverfahren wurde weiter optimiert durch Anwendung
der Sturm'schen Kette auf das Pearsonpolynom neunten Grades.
Es wurde mit Fordecal-Programmen gekldrt, dafl man einen be-
sonders einfachen numerischen Algorithmus erhalt, wenn man

voraussetzt, daf sich die Funktionen der Kette um 1 im Grad
unterscheiden. Diese Bedingung ist nur bei einer Nullmenge

von Fdllen nicht erfiillt. Um auch hier kein fehlerhaftes Er-
gebnis zu erhalten, wird der Algorithmus in diesem Fall ver-

lassen.

Gegeniiber /16/ wurde eine Transformation verbessert. Dadurch
benctigt man zur Bestimmung der Lage der Gipfel und derje-
nigen der Bayesgrenzen nur ein Diagramm. Eine dem Diagramm
entsprechende numerische Behandlung der Frage nach Zweigipf-
ligkeit und Existenz von Bayesgrenzen 1aBt sich zweckmafig
auch gemeinsam durchfiihren. Eine LErsatzfunktion zur Abschadtzung
der Gipfelzahl /47/ und eine Ungleichung in Verbindung mit

dem Diskriminantenkriterium liefern enge notwendige Bedingun-

gen filir die Zweigipfligkeit.



A

9.3 Lrwveiterungen

Ein dynamisches Signifikanzniveau diirfte einc weitere

Verbesserung des Verfahrens ermdglichen. (7.»,2 1, 61 )

Das Grundprinzip des Approximationsverfahrecns konnte

bei auderen Vertecilungstypen angewendet werden, wenn

man

a) ein Zerlegungsverfahren in zwei Komponenten,

b) einen Signifikanztest iiber die Zugehdrigkeit zum ge-
wiinschten Verteilungstyp entwickelt.

Zerlegungsverfahren aufgrund der Momente existieren be-

reits bei einigen Verteilungstypen /7/, /8/.

durch eine seeigneic -7. . exponentielle- Alterung der

1

stomente monnte man das Jerfahren ovchi Tilr einen veitver-

N

inderlichen ; roweil anwenden. S48/



Anhang I

Symmetrische Mischverteilungen

Symmetrie - erkennbar am Verschwinden der ungeraden Momente -

kommt bei emnrischen Daten nur mit Wahrscheinlichkeit O vor.
A

Theoretisch sind bei einer Mischung von zwei Komponcnten zwei

Fdlle denkbar:

Fall 1: By T By, 0,5 , 71 = “'Yz’ 6’1 - 6’2

gleichzeitig (sehr sclten)

Fall 2:

Formt man die Gleichung fiir das dritte Moment (16) unter Ver-

wendung von (14)

}11 = 21’5’1 +22'y2 = 0

um, so kommt

2 2 2 2
My = 2%y [(yl - Yo )y + 3¢ 6"1 -0“2 )] (al)

Schliefit man den trivialen Fall z1 = 0 (oder Z, = 0) aus, dann
. (=]

ltann i, verschwinden, wenn
3 9

2 2 2 2
Pall 4 g& ‘ ='Y2 und gleichzeitig 61 = d}
Da gelten soll yZ L0 < yl unr,l. ()"i >0, 0’2 >0

folgt daraus _ ;
Y1 7Y, =¥ und 0] = 0,.= ¢ und wegen (20)

B }% | §ﬁ
T —— auch

) Z
Y %Y “ oYY,

ey

N
—
]

0,5 und 22 = 055,



Die Momente lauten in diesem Fall

fr = 0
2

po = yfe o’ (a2)

g = W

te = ¥+ ey? 6% 3¢ (a3)

Fs = 0
Fall 2;
=0 und Y, = 0 bedeutet, daf die Mittelwerte beider
Komponenten gleich sind. Dies ist bei beliebigen Mischungsfak-
toren

2y = % und 7y = %' moglich .

Die Gleichungen fiir die Momente werden aus (13) bis (19) mit

Yy =¥ =0

Fo = 1 definitionsgemin
Pl = 0 definitionsgemin
) 2 2 2 ¢ 2
Yo = 219 *+ 2,0,° = 2)(6}° - 0, ) + ¢,
Y3 =« o
; 4 4 4
pq = 320y 3220, = 3zy(0) - 6, ) + 30,
Ps = 0 \
6 6 ’
- , (ad) '
Fe 152161 ! 15226}

Berechnung der Parameter der Komponenten aus den Momenten:

Fall 1:
Es stchen 2 Gleichungen zur Bestimmung der zwei Unbekannten

Yy und 67 zur Verfligung.
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Fall 2:
In Fall 2 sind drei Unbekannte zu bestimmon: Zyo 6 1! 6’? .
Dafiir kommt man mit den Momenten Pz...ps nicht aus, da nur
zwei nicht identisch verschwinden,
l.Losungen 2
Fa= 3 Mo
Pearson schreibt: € = 5 (ab)
8 fis
¢ o Me " Fa Ma (a6)
2 - 3
S P2

und nennt 51 Exzess und 52 Defekt.,

Er setzt voraus, daf bekannt ist, welcher Symmefriefall vorliegt
(z.B. aus der Anschauung) und findet neben Ldsungsformeln in
beiden Fiallen auch Bedingungen fir gl und 5? , die crfillt

sein niissen, damit eine Ldsung existiert.

Wir haben diese Untersuchung etwas weitergefithrt, insbesondere
die Voraussetzung der Kenntnis des Typs der Symmetrie fallen-
gelassen und eine Bedingung zwischen 51 uad € 5 hergeleitet,

an der man erkennen kann, welcher Symmetricfall vorliegt.

Die von K. Pearson abgeleiteten Ungleichungen zwischen 54 und Ez
im Fall 2 wurden (nach Beseitigung cines Voruzeichentehlers)

in ein Diagramm (Bild A1) eingetragen.

SchliefBlich wurde Uberprviift, wie sich die flir den unsymmelrischen

Fall abgeleitete Pearsongleichung (21) bei Symmetvie verhilt.

Zerlegung im Symmetriefall 1:

Aus (a2) und (a3) folgt sbfort

2 4
3P - g =2y (a7)
4
Yi,e = 2 =—/J/3u4,%-,
St " Fa (48)

2
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Aus Gl. (a2)

O TR | AL I (a9)

Durch Einsetzen von (a2) wund (a7) in (a5) wird

- £ - +2)’4 ) (al0)
4 3y$+6y2fz-+3f4

Da 6 >0 4 £, > -2/3

weiter, day2> 0mg <0

(nur die letzte Bedingung findet sich sinngemdB bei K. Pcarson
/5/ S. 21)

8edingung zwischen'g1 und 52 im Symmetriefall 1

Mit (19) und')/]‘:—yz:y'o'i:(fz;(y

Zy = 2y = 0,5 wird:

Pe =y6-+15y4(# +4572(#-+1566 (all)

ersetzt man in (all) nach (a2)

¢ . o ~312 » SO ergibt sich:

4 3

. ~.. 6 , -a12)
g = loy - 30 PZY + uipz (

Nun folgt aus (a8) und (ab)

2 3(-
Y= 1 \/jiz.._é..l.f .



- 105 -

und durch Einsetzen in (2l12)

g
o B, 5 et e LD
2 Z 3
k, ¥
" : Ha
worin mit (a5) = B Eq* 1)
2
2
wihrend 1.8 i ) i
en — mit (al3) nach kurzer Zwischenrochnung

ergibt: 5 He

€, = 6 (&) (1 - Vom6p~aﬂ ) (a 14)
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Bereich 5 /
Ve
-10 /0.67 .
7, :

-05

- on o b

/
o

ANN

AN\

Ausschnitts -
vergroflerung

N

X0

Bereich 4

>

&
/10

// ~{.s7 / asczch s/

/ <
‘ Bereich 6
i — &, 238, (1+6))
2 i }
/
+-0,5 .
v

V<)

€y <66, ()

erlaubt

Berelch
7 L’ /.

A
/
/

Bereich2
7

NN N

T
a7
ereich 4

T,

/ v e
\.{E—————-—:—:{——:—""—’/

crlaubt

Bereich 6

Bild A1: Abhdngigkeit des Defektes & vom Exzess €
bei  symmetrischen Mischverteilungen



Im Diagramm Bild A1 erkennen wir, daB decr Symmetriefall 1 auf
einer Kurve £ _ - f(€,) vorliegt, wiahrend Symmetriofall 2 duirch
Bereiche gi(51X£2<hi(€1)gekennzeichnet ist. Das heift, die Br-
eignisse "Es liegt ein Symmetriefall 1 vor" bilden eine Null-
menge in der Zahl der Ereignisse "Es liegt ein Symmetriefall

vor'".

Bedingungen zwischen El_gggmgq im Symmetriefall 2

Es war »))1= ')12 = 0

K. Pearson leitet her: /5/ (S. 24)

) 3
£, * ‘/7&2-661) + 36 €3

2
s = p
1,2 2 I
6 &1

5 o
, P2 - %, o, - oy~ P
1 - 2 2 ) 2 - 2 2
6'1""?2 6‘1"6’2

Es miissen folgende Ungleichungen zwischen den €, und EZ

gelten; damit obige Ldsungen existiercn:
ﬂi) &1 und 82 miissen gleiches Vorzcichen haben.
52) Wenn £1> 0, 82 >0
é dann muf gelten 5 >3 81(1+ 51)
3) Wenn 81.,0 g <0
dann  muB sein €5 <6 €4(1+ V’-—?i

rZusﬁtzlich existiert eine Losung, wenn .1<g€. ¢ 0

und 6 81(1~ V“£1)$£2-5 3 51 (1+ ‘Sl)<O

Dies ist vercinfacht die Aussage einer Reihe von Ungln., die
K. Pearson aufstellte /5/ S. 25. Diese Ungln. wurden zur besse-

ren Ubersicht in das bereits erwidhnte Bild eingetragen.,



Verhalten der Gleichung (21) in den Symmetriefdllen:

Die Symmetriefille sind erkennbar am Verschwinden der Momente
PB und ps. Das Pcarsonverfahren fiir den unsymmetrischen Fall
kann nicht angewendet werden, schon deshalb nicht, weil das

Gl'n -System im Symmetriefall 2 unterbestimmt ist.

Fiir den Symmetriefall 1 reicht die Zahl der Bestimmungsgl'n
aus und das Verfahren mit Gl. (21) liefert interessanterweise
eine richtige und eine verlitehrte, das Moment Py nicht reprodu-
zierende Ldsung.,.

W;gen p3 2 Oy N5 = 0, ;\5 = 0 wird G1 (21) nach Kiirzen durch
P, 2zu

6 4 2 2

Geben wir mit (a2) und (a3)

~2 ~ 2
Pg =9 + ¢
~aly ~2 =2 ~ I
u, =.y":46'y I3 + 3 &
AI} = 6')} ein,

g 6 ~l L -~8 2 N ~16 _ s
so wird p2 - 75/ Py 1)3; Py - 9)} = 0 "und man errat
leicht als Wurzeln

Pi = '9’4 (a15)
p2 = 3;4 (Doppelwurzel) (a16)
2 e
Dabei gehdrt zu (a15) die lHauptldsung namlich Py = -y
A —0 o~
y= ey =Y %P
2 ~2 e

F: #‘2 £~ Nn.a
g2 Pt PyEy r O -y =

~

e 2 : 5 . 2 g
d.h. 'y und ¢~ werden durch die Losung }/und e} reproduziert.,.

Wahlt man Py = B-y* , Sso wird




yo 2N et - T

o) 2>0. wenn 5:2> (V;l)ga

Bei dieser Losung wird Py nicht richtig reproduziert.

Zahlenbeispiel:

~ ~
'}}:1',6“4:1
— ~
)-12=y2+6'2=1+1=2
~ U ~2 2 ~ 4
Pa =¥ + 64767 + 36  =1+6 4+ 3 =10
Zu pg = 1 gehdrt 4= 1 ; &% = 1

N
o
ke
n
u
w

. 2 4
. y= =3
%2 - V7

A I ORI E
3+ 63 (2D + 3 (k+ 43+ 3) =64 10

]

Py

Diec Nebenlosung verschwindet bei der geringsten Unsymmetric.
Anstelle der Doppelwurzel entstcht ein konjugiert komplexes

Wurzelpaar,

s empfiehlt sich daher nicht, die Symmetriefédlle mit G1 (21)

zu behandeln, sondern vorher anhand von Fj; 51 und 52 eine

Fallunterscheidung durchzufiihren.
AY
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Anhang LI

Sturm' sche Kette.

Wie bereits auf S.72 gesagt kann man mit [[ille der Sturm'schen‘.
Kette bestimmen, wieviecle Nullstellen ecin Polynom odexr ggf.,

eine in eine unendliche Reihe entwickelte transzendente Funk-
tion zwischen zwei Grenzen hat.

Die Sturm'sche Kette besteht aus der Funktion selbst, ihrerxr
Abgeleiteten und den negativen Resten beim Buklidischen Teilecr- °

verfahren.
f(x) = Q;(x) f'(x) - Ry(x)
£'(x) = Qo(x) Rp(x) - Ry(x)
Ri(x) = Q3(x) Rg(x) - Ry(x) (b1)

Rn-2(x) = QnAI (x) Rn-l(x) - Ry

Bei Polynomen gibt es schlieflich ein Rn’ das nicht mehr von Xx

abhingt. Dies ist die Kette:
Flx)s f'(x), Rz(x), R3(x),... Rn .

An den Grenzen x=x, und x=x, werden die Funktionswerte der Kette

1 2
f(xl), F'(xl), Rz(xl) e R,
f(x5), fl(XZ)f Rz(xz) cee Ry

berechnet. Es muB gelten f(x1)¢0, f(xa) £ 0 .

(b2)

Von den Funitionswerten der Kette interessieren nur dic Vor-

10 dann ist die Differenz der Zahl der

Zeichenwechsel bei x:xl und derjenigen bei X=X, gleich der

zeichen. Ist x, > X
s

Zahl der recllen Wurzeln von ((x) zwischen Xy und x, , ohune
. -

Riicksicht auf deren Multiplizitidt. Mehrfachwurzeln werden
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einfach gezihlt., Als Zeichenwechsel goelten Ubecrginge von +
nach - und umgekehrt, auch wemn dazwischen Funktionen den

Wert 0O annehinen.

Das Verfahren fihrt bei der Bildung der Reste auf sehr
groBe Zahlen, siehe auch /17/ S. 157. Man kann jedoch, um

dies zu vermeiden, jeden Rest durch eine positive Konstante
dividieren.

Die besten Resultate hinsichtlich des Zahlenboreiches cerziclten
wir mit einer Normierung des Koeffizienten der hdchsten Potenz
Jeder Kettenlunktion auf + 1 .

Wenn alle Wurzeln cines Polynoms vom Grade n recell sind, mufy

die Differenz der Zeichenwechsel n sein., Die Sturm'sche Kette
besteht dann aus n+1 Funktionen, die sich um eins im Grad unter-

scheiden:

f(x), F'(x), Ry ..o R

haben den Grad n n-1 n-2 ... 0

Die Koeffizienten der Glieder der hdchsten Potenz miissen in
diesem Fall alle glciches Vorzeichen haben, denn sie bestimmen
das Vorzeichen der Funktionen der Kette bei =-¢ und bei +o .
Die Funktionen verlieren also ihre n Zcichenwechsel, wenn man x
von - o0 nach + oo laufen lant.

Sind nicht alle Wurzeln reell, dann Lkénnen sich weniger Funk-
tionen in der Kette ergeben, dies mufl aber keinesfalls der [all
sein. Siehe Beispiel (b 11) .

Dies sei an ecinem Beispiel erliutert n=73

Gegeben ist

f(x) = x3 4 a2x2 +agx +oag

Die Funktionen der Kette werden durch eine von mir in Fordecal
geschriebene Prozmedur erstellt und im Ifeld Y abgespeichert.
Y(1) enthidlt ©(x), Y(2) = £'(x), Y(3) = Rz(x) usw. (Auf die
Reihenfolge der Groflen in einer Funktion hat der Benutzer kei-

nen Binfluf)
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"""""""""""""""""" ‘ (b3)

--------------------------

2 3 3 2
Y(L) = 162 A0 Al /\2 + 9 Al A2 - 36 AD A2 - 36 Al - 243 AD

Es entstehen also, da iiber den Wert der Koeffizienten

a2 ... a0 nichts ausgesagt ist, n+1=4 Tunktionen.

. : 2
Wir wollen nun sehen was geschieht, wenn al = % a2
gesetzt wird.
$z(3)=cval(y(3),al,a2+x2/3); .

: (bl)

B L TR T T e

(Erliuterung: $ ist der Druckbefehl Ffiir z(3), eval=cvaluate
= ersctue in Y(3) den Koeffizienten al durch % 622. => hailt
"Befehl ausgefiihrt",)

Es verschwindet das linecare Glied in Y(3) d.h. dic Kette
diirfte nur aus drei Funktionen bestehen., In diesem ['all
kann f(x) nicht drei reelle Wurzecln haben.

Jedoch zeigt qxch dafs Y(4) keinoﬂﬂallg zu 0 wird.

$2(4)=cval(y(h),al,a2++2/3);
5 " " (b-5)
Z(h) = 13 A0 A2_ - 1/3 A2 - 243 AQ

T e e tm . e v e e e S e e e S e T e v e . e e

Man sieht, dan z(4) = -3(= (3)) fst und dahee stets ein
negatives Vorzeichen hat, solange(»3) 4+ O ist.

Dap dieses Glied tatsidchlich nicht entsteht, zeigt wan,
indem man vor Erstellung der Kettenfunktionen al durch nﬂa/j

ersctzt.
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call sturml;

=)

call druck y;

2 2 3
Y(1) = A0 + X A2 + 1/3 X A2- + X

Mo n e o e S e W e G > e S e e - v e Y = e e 0 o .

2 2.
Y(2) = 2 X A2 + 1/3 A2+ 3 X (b6)

% Pn e v s e e o e S . o e o -

3
Y(3) = - 9 A0 +1/3 A
Ein zusitzliches absolutes Glied Y(%) verandert die Differenz
- dexr Zeichenwechselanzahlen an beiden Grenzen nicht.
Die Frageist jedoch, ob Fehler bei dieser Differenz ent-
stehen kdnnen, wenn andere, als absolute Glieder als Funk-
tionen in der Kette zusédtzlich vorhanden sind. Der Fall wurde
an einem automatisch berechnetem Beispicl geklidrt.

Das Beispiel lautet:

faxwalhoxen3ea2axrndexel;

axw) N

call sturml;

san)

call druck y;

-----------------------------------------------

L 2 3
¥{4) = 528 A2 - 864 X + 960 X A2 + 32 X A2 ~ 128 X A2 - 6% A2 - 364

2 3 4 S G
¥(5) = 74GLD6 A2 - Wh582450 A2 + 7833600 A2 - 3256320 A2 ~ 327630 A2 + 262104 A2

e @ - = - o 4 T - G S e e 8 " S o o S 8 o e % % % e T S AT e e W S

Hierin setzen wir A2 = 0,375 und erhalten
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s xe s 2 ex en

22(2) = .75 X +3 X s 4 o 1

B s M s =

2Z(4) = =~ S06.25 X - 675, (b8)

Man sicht
zz(4) = 45 - z(3)

Bei dircekter Berechnung

call sturml; call druck y;

Y(2) = .75 X + 3 X + 4 X +1

P e L L R e e am T e oS ---

Y(3) = - 11.25 X - 15 : :
AR vt et i . : (b9)

4

Nun berechnen wir mit beiden Ketten die Zahl der Nullstellen
von Y(1).
Wir haben dazu fiir x die Werte -« und +oeo einzusetzen. An die-
sen Stellen\ist fiir jede lFunktion der Kette nur das Glied mit
der héchsten Potenz in x mafgeblich:
Aus (b8) folgt '
= - b ¥ -+ +0 2 Zeichenwechsel
X = + o0, $4 + - =0 1 Zeichenwechsel

Man wiirde auf eine Nullstelle schlicBeu. Bei ciner Funktion

4, Grades konnte dies nur eine DBerithrungsstelle sein.



Aus (b9) finden wir jedoch

X = - e ¢ + - + + 2 Zeichenwechsel

X = + 0o + + = + 2 Zeichenwechsel

Also hat die Funktion keine rcellen Wurzeln, das mit (b8)

gewonnene Lrgebnis ist falsch.

DaB nicht etwa die 'Formeln (b7) fehlerhaft sind, wenn die Kette

wirklich aus finf Funktionen besteht, wurde iiberpriift.

Ein Beispiel fiir diesen Fall sei gegeben: A2 = 2 in (b7)
eingesetzt findet sich in (b10), die direkte Berechnung in

(b11)

2 3 4 ) , ‘
Z22(1) = X + 2. X + X o+ % 41 Gall sharmis
----- O o A L o i ===>
2 3 call druck vy;
22202) = 4. X + 3 X+ 4 X+ 1
2 3 I

- o %0 T8 = an = = " e . - - o

D e e T T Ry

Die Anzahl der Zecichenwechscl ist:

=T —eR !+ = = = 2 Zeichonweghsel

+e@:: + + - + + 2 Zeichenwechsel

Es sind keine reellen Wurzeln von Y(1) wvorhanden, obgleich
Sturm'sche Kette die volle Anzahl von Funktionen,n+1=5 , bhe-
sitzt. (Diescr Fall war in zahlreichen numerischen Beispie-

len sehr hiufig.)
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Die Ursache fiir die fehlende ﬁbéreinstimmung der direkt
erzeugten mit den durch Einsetzen in die allgemeine Form
erzielten Kettenfunktionen im Sonderfall verschwindender
Koeffizienzen ist c¢ine in allgemeinen Koeffizienten formal
ausgefiihrte Division durch Null. Folgerung: Die allgemei-

nen Formeln gelten nicht fiir Sonderfille.

Man rechnet die Funktionen der Kette zweckméﬁigerweise
numerisch aus. Man kann dabei auf den haufigsten Fall ab-
stellen, dafl sie sich nur um die Einheit im Grad unterschei-
den. Der Algorithmus 1ldBt sich divisionsfrei gestalten.

Die umstehend abgeleiteten Formeln tiduschen Kompliziertheit
vor. Er wird so einfach, daff er mit einem Kleinstrechner
(Olivetti-Programma) durchgefiihrt werden kann. Eine geeig-
nete Normierung verhindert, daB Koeffizienten zu grofi oder
zu klein werden. FFalls die Voraussetzung, daB sich die
Kettenfunktionen nur um eins im Grad unterscheiden, einmal

verletzt sein sollte, erfolgt Fehlermeldung.
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Algorithmus zur Berechnung der Koeffizicenten der Sturm'schen

Kette, fiir den Fall, daB sich die funktionen im Grad um eins

unterscheiden:

Man habe die Kette: f£(x), £'(x), Rz(x) see im Feld Y
abgespeichert:
Y(1)=f{%),¥(2) = £¥(x), Y(8) = R?(x),...

Die Gleichungen (b1l) lassen sich dann schreiben

Y(}) = Qg4 ° Y(i+1) - Y(i+2)
Die nachfolgende Kettenfunktion Y(i+2) entsteht also als
negativ zu nehmender Divisionsrcest aus den beiden vorher-

gehenden.,

Y(i) : Y(i+1) = Qi+1 = %%%{%%

Wenn sich die Kettenfunktionen alle um eins im Grad unter-

scheiden, dann kann man fiir ein beliebiges i schreiben:

‘. n n-1 n-2
Y(i) = agx  + a,x + a X toeee oAy
o ' n-1 n-2
Y(i+1) = bix + bzx e : bn
Rppg = %% ¥ By
Y{(1+2) = qa, £ & een A
\ a
Darin ist c1 = = und
1
_ ao b2
. _ a1 b ] il_ aob&_
1) - b b - 2
1 ‘ 1 b1
Q und damit auch der Rest Y(i+2) enthalten keine

ikl
Division mchr, wenn man den Djvisor mil dem Quadiat des

- Koeffizienten der héchsten Fotenys multipliziert.



Dies ist beim Sturm!'schen Verfﬁhren
sig, da nur die Vorzeichen inter-
essicren und eine Maltiplikation mit
einer positiven Zahl ungeindert 1i0t.
Auf dicse Weise gelangt man zu allge-
meinen Formeln fiir die divisionsfrecie

Berechnung dexr d d, s dn aus den

a? 3
1 9 ¢ 0o 0 arl UYI([ b‘i, b:l’ o 0 0 t%l.
Die Formeln werden dadurch iiber-

a , a
o)

haupt erst dbersichtlich,.
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Die Koeffizienten do"’dn lassen sich leicht bercchnen.,

o gt R : : . = . _
Fiir jedes Y(i+2) bestimmt man zunidchst c, a, b, a by,

weiterhin sind a, und b1 in allen Koeffizienten d enthalten.

Um sie z.B. auf einem Kleinstrechner zu bestimmen, hat man

nur a b a, und b, einzugeben und a b, und ¢, zu
o! "1' "1 2 = “o!' "1 2

speichern., Fiir jedes i= 2 ,.. n sind dann ags bi-und

b.
i+l
traktionen wird der Koeffizient di gebildet. Anstelle von

einzugeben., Mit vier Multiplikationen und =zwei Sub-

b ~ ist 0 zu setzen.
n+1 '

Wird in einem Y(i+2) mit n>2 d, = 0 , so wiirde beim n&chsten
Schritt der Giiltigkeitsbereich aes Algorithmus verlassen, da
sich der Divisor vom Dividenden um mechr als eins im Grad
unterschiede. Dies ist nur dann unschiidlich fiir die Diffe-
renz zwischen den Zeichenwechselanzahlen, wenn n=3 war, wenn
also Y(i+2) durch d=0 zum absoluten Glied -wurde.

In allen Fﬁllen d=0 bei n>» 3 muB die Berechnung der I'unk-
tionen der Sturm'schen Kette abgebrochen werden. - Dieser
Fall trat bei der praktischen Benutzung unter ca. 200 ge-
rechneten Beispielen fiir die Pearsongleichung nur einmal |
auf. '

Auch in diesem Fall hdtte bei der spidter durchgefiihrten
Normierung auf + 1 fiir den Xoeffizienten der hochsten Po-
tenz fiir alle Y(i) mit 1> 2 das Unterschreiten der im .
Rechner moglichen kleinsten Zahl vermieden werden kdnnen.

d2 wurde also nicht echt, sondern nur fast Null.

Betrachtet man Funktionen Y(1), deren Koeffizicnten aus
empirischen Daten stammen, dann ist der Fall, daB zwei
Koeffizienten ecine durch eine Gleichung zu beschreiben-

de Relation erfﬁilen, nur eine Nullmenge unter allen Mig-
lichkeiten., Nur unter der BDedingung, dafl die Koeffizienten
ganv bestimmte, durch cine Gleichung zu beschreibende

Beziehuingen untereinander haben, verschwindet aber d2.
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Wir benutzen den Algorithmus zur Optimicrung der Yurzel-
bestimmung bei der Pearsongleichung und schen im Falle
des Abbruches vor, nach allenrecllen negativen Wurzeln
der Gleichung 9ten Grades zu suchen., Dieser Fall wird

jedoch fast sicher nicht eintreten.

Abschliefend sollen in Fordecal geschrichene Prozeduren
zur Berecchnung der Sturm'schen Kette angegeben werden.
Fordecal steht in Berlin, Pisa und Greinoble an der

IBM 360/67 zur Verfiigung und iiber Terminals allen Infor-

matikern der DBRD.

Sturm 1 : Procedure; ist vorgesehen fiir die Erstellung

der Sturm'schen Kette mit allgemeinen Koeffizienten.

&BEG STACK

FORD

STURM1: PROCEDURE;
F=EXPAND(F);
G=DERIV(F,X);
Y(1)=F;

Y(2)=G;

123;

E3z A=HTGHPOH(F,X);
B=HIGHPOW(G,X);
B5=COEFF(G, X**B)
K=0;

El‘ AA= COEFF(F Xx*A);

F= EXDAID(F*BB)
. K=K+1;
) F=EXPAND(F=G*#AA*X** (A~ 3))
. A=HIGHPOW(F,X);
' IF A .GE., B THEN GOTO E1;
‘ KK=("1)**k
¥ IF KK .EQ. 1 THEN GOTO £5;
. F=EXPAND(F=*8B);

E5: F=-F;
; Y(1)=F;

'F A .EQ. ¢ THEHW GOTO E2;
B=F;

E2: REMOB A,B,AA,BB,K,KK; ‘ ' LNy
END; -‘wi"-ﬁV
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™

Mit expand wird die Funktion ' nach dem multinomialen
und distributiven Gesetsz entwickelt. In G wird die Abge-
leitete von F nach X gebildet. Diese beiden Funktionen
werden in Y(1) und in Y(2) gespeichert,
In A wird mit Highpow (IF,X) «der hdchste Exponent von X
in F festgchalten. ’
In der Sprache von Gleichung (b12) ist A=n, B ist beim
ersten Duipchlauf (Division v. Y(1):Y(2) = F:G ) gleich
n-1, spidter kann es sich von A um mehr als 1 unterschei-
den. BB enthdlt den Koeffizienten der hochsten Potenz von
G (also b1 im fiir Gleichung (b12) giiltigen Fall).
Entsprechend wird in AA der Koeffizient der hochsten Po-
tenz in X in . Zur Vermeidung von Briichen beim Quotienten
und beim Rest wird der Dividend mit BB multipliziert.
Im Gegensatz zu (b12) erfolgt nicht die Multiplikation
mit BB2, sondern mit BB X X (A-B+1). Das ist in der Regel
auch DD X X 2. Die Multiplikation erfolgt schrittheise,
so oft eine Division erfogt. Die Divisionen werden in K
mitgezahlt. i
Spater wird Uberpriift, ob X gerade oder ungerade ist:

KK (-1) % x K

IF XK .EQUAL.1.TIEN...

i

War die Anzahl ungerade, so erfolgt eine weitere Multipli-
kation mit DB. Auf diese Weise ist gesichert, daf der Di-

vidend mit einer positiven Zahl multipliziert wurde.

Mit F = EXPAND (I' - G#AA kX %% (A-B)); wird das erste
Glied des Quoticenten AA:kX:y:k(A—B) mit dem Divisor G
multipliziert und vom Dividenden I subtrahiert. (Eigent-

lich wire das erste Glied des Quotienten

AA r s e [
m‘*k lK"K(r\"B),

aber F wurde ja mit DB multipliziert.) Anschlicfiend wird
iiberpriift, ob dexr Rest von hiherer oder gleicher Potenz
in X ist, wic der PDivisor . GE. = grenkter or egual. Ge-
gebenenfalls wird erneut mit D1 multipliziert und cdurch

Y(i+1) dividiert.
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Schlienflich stent in P der negativ zu nchmeunde Rest

Ist der llest ein absolutes Glied: A=0, dann ist man am
Schluf angelangt, die Objekte A,B,AA, ... werden entfernt
(REMOB = remove objects), wmm Speicherplatz in der Freelist
fiir weitere Operationen zu gewinneu.

Normalerweise wird dexr Rest jedoch zum Divisor und der vor-

herige Divisor =zum Dividenden: "
= Fy
» ::G;
G = B;

Danach erfolgt ein neuer Durchlauf.

PDieses I'rogrammbeispiel zeigt die Leistungsfihigkeit des

Formac Formel-Manipulicr~Systems,

Bine Anleitung wzu seinecr Benutzung findet man in einer
Versffentlichung von A, Laplace et.al. /21/ S. 26.

Ein dort mitgeteiltes Programm zur Bildung des grobten
gemeinsamen Teilers (GCD) von zwei Polynomen cignet sich
nur fiir solche Polynome, deren Koeffizienten numerisch
gsegeben sind. Das vorliegende Progravm hat, wie librigens
auch das Laplace!sche zur Destimmung des GCD nach Beseil-

i

tigung ecines darin enthaltenen Fehlers, einen Nachteil:

Bei lechnyng mit numerisch gegebenen Koeffizienten kdnnen

infolgse von Rechenungenauiglieiten bei der Differenzbildung

el ] o
kleinstle Anteile der vorher hochsten Potenz iibrig bleiben,
wodurch ecin falscher Grad des Restes vorgetéiuscht wird
r

und das VerCahren versagt. Dies wurde in einer nunerischen

Version:

Fd

S5.: Procaedure; ausgeschlossoen in der nach jeder Division

)
abgelrasgt wird, ob das hichste Glied iLm Rest von kleine-~
rer Potcux ist als das Glied des Dlvisors, andernfalls

wird es Null gesetwt.,
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. ; N . o
AuBerdem ist in dieser Version die besprochene Normie
A e e s Dy s
rung auf + 1 fiir die Koeffizienten der hochsten Potenz in
= - ——

X vorgeschen.

4BEG STACK
FORD

S.: PROCEDURE; .
F=EXPAND(F);
G=DERIV(F,X);

Y(1)=F;
Y(2)=G;
1a3;

E3:  A=HIGHPOW(F,X);
B=HIGHPOW(G,X);
BB=COEFF(G,X**B);
K=0;

El: AA=COEFF(F,X*xA);
F=EXPAND(F=D3);
K=K+1; -
F=EXPAND(F-G*AA+X*» (A=B));
C=HIGHPOW(F,X);

IF A ,NE. € THEN GUTO EG;
" AAA=COEFF(F, X**A); F=EXPAND(F=AAA*X**A);
T CRHIGHPOU(E, X);

CE6:  A=C;
tF A (GE, B THEN GUOTO EI1;
KK=(-1)#xK;
IF XX LEQ. 1 THEN GOTO ES5;
F=EXPAND(F=+[03);

E5:  BBB=ABS(COEFF(F,X**A));

IF A .EQ, O THEN GOTO E2;
F=EXPAND(-F/DBB);
Y(1)=F;
| =]l+1;

S=F,
F=G;
G=h;

" GOTO E3;

E2:  Y(l)a~F; o
RENMOB A, B,AA, BB, K, KK, AAA, 388, F,G;

END;
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Von Interesse ist noch ein Programm zur Bestimuung der n
Zahl der Zeichenwechsel der Polynome Y(1) ... Y(i) an
den Grenzen X1 und X2. (In der G.: Procedure wurde X=-1;
X2 = +1 gcsctit, da sie bei der Entscheidung iiber die

Gipfelzahl benutzt wurde).

‘G. TPROCEDURE;
L=1;
X1l=-1;
"X2=1;
YEli ;
DO J=1 7O I; .
Z(L,Jd)=EYAL(Y(J),X,X1);
) END;
L=L+1;
IF L .EQ. 3 THEN GOTO E2;
X1=X2;
GOTO E1;

E2:
DO L=1 TO 2;
K=0;
A=LOP Z(L,1);

DO J=2 TO I
F=LOP Z(L,d);

IF A .LT. 36 THEN GOTO E3;
‘GOTO E10;

E3:
) IF F JLE, 36 THEN GOTO E20;
K=K+1;
A=F;
GOTO E20;
E10:
IF F .GE. 36 THEN COTO E20;
K=K+1;
A=F;

. E20: :
EMD;

.K(L)=K;

END;

‘Xln-l; Y _ )

$KEK1I=K(1); $K(X2)=K{2); $ANZHL=K(X1)~K(X2);
END; '




!

In G.: Procedure werden mit Z(L,Y) = EVAL(Y(J),X,<1);
die Werte X1 (und spiter X2) fiir X in Y(J) ecingesctazt

und diese Zahlen im Feld | %(1,J) und Z(2,Y) gespeichert.

Die Zaﬁl der Zeichenwechsel kann in Fordecal mithilfe

der Syntaxanalyse LOP (leading operator) festgestellt
werden. Negative Zahlen haben LOP < 36, positive LOP > 36
und 0 LOP = 36 . Aus den neun Moglichkeiten die zwischen
den LOP's zweier Ausdriicke bestchen, gewinnt man durch

Fallunterscheidung zwei, die einen Zeichenwechscl bedeuten.

+
+ 0

- namlich + nach -

+ und - nach +
0O 0

+ Beim Auftreten von 0O wird keine Ent-
- 0

scheidung gefillt, sondern das wvorherige

Zeichen gespeichert.
e8P

Im Fortranprogramm kann man die Zahl der Zecichenwechsel
nicht ganz so elegant mit der Signumfunktion bestimmen.
Da sign(0) nicht definiert ist, muf man - diesen [fall
ausschliefien z.B. indem man den vorhergehenden Ausdruck 30

cinsetz t .,
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