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Technischer Dericht Nr. 163 

Wahrscheinlichkeit.sdichte-.'\ppr0xi1:1ation mit IIilfc von 

Momenten zur Zeichenerkennung und Prozeßbeschroibun~. 

Zusammenfassung: 

Es wurde ein adaptives Ver:fahren zur Wahrscheinlichkeitsdichte­

approximation entwickelt. 

Mögliche Anwendungsgebiete sind Prozeßbeschreibung und Zeichen­

erkennung. 

Als Homentenver :fahren benötigt es keine Spoichernng der Einzel- , 

werte. 

Es werden Äquivalenzklassen gebildet, repr~-isentiert durch Nor­

malvorteilungen. Jeder Äquivalen~klasse wird ein Satz von Mo­

menten zugcor ,lnet. Während des Datenempfanges werden die ein­

laufenden Zeichen durch Verändern des Momontensatzes der ge­

wlihlten Äqtiivalenzklasse eingortlnet. 

Während der blockweisen Verarbeitung wird ein Test RUf die 

einer jeden Kl a sse zugeo r·dneten ?·[oment eu f:; i:it ze nn ge"rendet, um 

zu prüfen, ob· IClassen :!,U zerlegen oder m:i.t Nn.chb a r k l a ssen. zu ... 

sammc-n z ulegcn sind. 

Dndurch können I( lasf.J en :?-,--:i.hl und I~lnsr;cngrm1z cn w~ihr c nd des Daten­

empf anges adn.:p tiv be s timmt werden. 

St e hen nicht goni.igend D;1tcn z ur '/e r:f.'U.gung, s o k m 1n der g leicho 

Datenblock mol1r111alig eingelesen W()rclen. 

Eine :t-iod.i.fikn t :i.on des Ve:cf nh rens z,u.r Ap p ro :xiinntion von H:i.sch•· 

vc~rt e ilung en, bei denen H~iufigkcit on .i.n ;( .l a ss e n vo r h rn 1 don ::iiud, 

l i e g t ebcnf Al. l s vor. 

IIE I Nll. ICH - IIEHTZ - IN ;·;-r:r··rur 

De r ßearbeitcr 

~ 
(J)l. Ir1 rr Il ') Holme) . . -. - ~, . . ' . 

Der .\bto i l1 m ;:-;'il e iter D or l 11 :·, t j_ t u t s c1:i. 1·e l~ l:or 

ner r.; er) ( P ro f . Dr.- I ns . T'.: rich 3 erger) 
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1. Einleitung 

Ausgangspunkt der Untersuchung war die Frage, ob man beim Klas­

sifizieren von Stichproben so verfahren könne, daß man die be­

nötigte Klassenzahl und die Klassengrenzen adaptiv bestimmen 

könne, d.h., ohne vorbei das Kurvenbild der empirischen Vertei­

lung zu ermitteln. 

Das ist vor allem wichtig, wenn man den Algorithmus zur Zeichen­

erkennung verwendet. Jeder Klasse entspricht ein Merkmal von 

Taxemen, die weder nach Größe noch Anzahl bekannt zu sein brau­

chen (unsupervised learning). Solange man keine Vorinformation 

über die Verteilung hat, wäre man bei der üblichen Speicherung 

der Häufigkeit von Amplitudenklassen auf Vermutungen über dio 

zu wählende Klassenzahl angewiesen und würde bei :falscher Wahl 

entweder Information verschenken oder unnützen Aufwand treiben. 

Dadurch scheidet eine größere Anzahl von Verfahren zur Trennung 

von Mischverteilungen aus, die an sich sonst Vorteile haben. 

Dazu gehört das Verfahren von Choi/ßulgren /1/, das die beob­

achtete mit der vermuteten Verteilung korreliert, und für die 

Zerlegung in Normalverteilungen das bereits 1936 von G. Doetsch 

/2/ angegeben~ jed6ch weitgehend unbeachtet gebliebene Verfah­

ren der Gauß-Transformation, das innerhalb eines endllchen Inter­

valls die gesuchten Normal-Komponenten in ein~r empirischen 

Verteilungsfunktion mit Hilfe von FFT-Algorithmen zu bestioonen 

gestattet. Aus dem gleichen Grund wird auf die grarischen Ver­

fahren nicht zurückgegriffen, von denen diejenigen von Weichsel­

berger (1961) /J/ und von Bhattacharyu (1967) /!1/ g;nnannt 7,u 

werden verdienen. Letzterer erwähnt u.n~ das ZerlegungRverfah­

ren von K. Pearson (1894) /5/ aufgrund der . Momente und bemerkt: 

"The difficul ties encountect· wi th thcsc mcthods J.nc1·case nt a 

tremendous rate as the number of componcnts incroa~cs, ; ancl tho 

gcnoral problem in which the number of c0mponcntt1 is unknown 

and may be more than two, docs not seern to havc bccn considor<·Hl 

i. n t h e s .tat i s t i ca l 1 i t er a tu r e • 11 
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Aus den vorher erwähnten Gründen, d.h., um den Speicherplatz 
' klein und von der Anzahl der D~obachtungen unabhängig zu hal-

ten, soll hier für jede erkannte oder vermutete Komponente nur 

ein Satz von wenigen Parametern (hier sechs Momente) gespeichert 

werden. Daraus ergab sich, daß bei der Zerlegung auf ein Momen­

tenver:fahren zurückgegriffen werden mußte. Dasjenige von K. 

Pearson erschien am g~eignetesten. Seine Dedeutu11g wird auch 

dadurch unterstrichen, daß Robertson und Fryer /6/ (1970) die 

Genauigkeit der Schätzwerte für die Komponenteri bei der Zerle­

gung nach dem Verfahren nach K. Pearson abschätzen. Dabei w~i~ 

sen sie darauf hin, daß es Fälle gibt, in denen andere Ver~ahren 

versagen, so z.B. die Maximum likelyhood Methode bei der Schätzung 

der fünf Parameter aus einer Mischung zweier Normalverteilungen. 

Der zitierte Einwand Dhattacharyas dürfte durch das vorgelegte 

Verf'ahren entkräftet sein. 

Die Zerlegungen nach K. Pearson stellen ZwischenlHsungen dar. 

Sie haben nur vorläufigen Charakter und werden laufend verbes­

sert; die Frage nach der Zuverlässigkeit der Schätzwerte aus den 

Pearson-Vcr:fahren ist daher :fUr uns 'von untergeordneter Bedeu­

tung. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß die Normalverteilung al .s Kom­

ponente nur stellvertretend für irßendoine andere Verteilungs­

art steht. Sie ist der Repräsentant der Äquivalenzklasse allor 

eint;ipfligen Komponenten mit gegebener Lage, Höhe und Dreite 

des !'-laximums. 

Ein auf l'·lomentcn b cisierendes Zerlegung s vcr:fahrcm haben Rider /7/ 
( 1961) und ßlischke ( 1962) /8/ :für Exponentin!- und ßinomial­

vcrteilungen entwickelt. 

Für die Verwendun~ von Normal-Komponenten spricht jedoch, daß 

sie häufig a11ftretcn, z.ß. bei Verkehr s me ss ungen in der Fernmol­

clctechnik ( R.:1hko) , bei Stromrnessun,<?;en an Halbleitern, in der 

Spektroskopie bei genetischen Untersuchungen, in der F:i.scherc.l-
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kunde, um nur einige zu nennen. 

Auch in der Regelungstechnik ist die genauere Approximation von 

Dichtefunktionen zur Beschreibung stoch~stischer Variabler (Re­

gel- und Störgrößen) im nichtlinearen Regelkreis durch Normal­

verteilungen wegen der besonderen Rolle des Gauß-Markoffprozcs­

ses z.B. bei der Kalmanfilterung /9/ möglicherweise von Interesse. 

2. Kurze Beschreibung des gewählten Algorithmus 

Die Daten werden blockweise verarbeitet. Sie sollen entweder ei­

nem stationären Prozeß entstammen, es werden diesem Prozeß dann 

mehrere Blöcke entnommen, oder einem veränderlichem Prozeß, dann 

kann ein Datenblock z.B. in einen billigen Umlaufspeicher über­

nommen und daraus me·hrmals abgelesen werden. 

Aus den Eingangsdaten wird für jede erkannte bzw. vermutete Kom­

ponente ein Satz von 6 Parametern (Momenten) gebildet; zu Be­

ginn der Approximation wird zunächst nur ein Momentensatz gebil­

det. Für jede Komponente wird nun getestet, ob sie signi.fikant 
' von der Form der Normalverteilung abweicht. Jede nichtnonnale 

' ' 
Komponente wird nach K. Pearson in zwei normale Komponenten z~r­

legt, falls dies möglich 1st. Diese Zerle~ung kann unter be­

stimmten Nebenbedingungen verhindert oder rUclcgängig gemucht 

werden. Die Nebenbedingungen, unter denen mru1 trotz Zerlegbar­

keit wählen kann, nicht zu zerlegen1 sind: 

1. Untersckreiten einer Schwelle S für den Anteil 

einer Komponente an der Gesamtmischung (Mischungsfaktor) 

z.B. ,S = 1 ¾ 

2. Fehlen einer Dayesgrenze zwischen beiden Komponenten 

der Ze _rlegung 

J. Fehlen einer zweigip:fligcn Summe nu~ beiden Komponentl~n 

Die gewonnenen Kompo~enten werden nach der Grijße des Mittelwer­

tes ·sortiert. 

Nach der Zerlegung werden die Daten des nlichsten abgelesenen 

Blockes auf die Komponenten verteilt, d.h, eine Mcßt~röße wird 
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zur Korrektur des Momentensatzes derjenigen Komponente verwen­

det, in deren "Dereich" sie f'äll t. Im n'ereich sich überschnei­

dender Komponenten wird sie anteilig nach Maßgabe der Dichteri 

am Ort der MeßgrHßen auf die vorhandeneri Komponenten verteilt. 

Im anschließenden Test auf Zusammenlegen werden die Parameter­

sätze von je zwei benachbarten Komponenten daraufhin untersucht, 

ob sie zusammengenommen signifikant vom Typ der Normalverteilung 

abweichen. Zusätzlich kann auch geprüft werden, ob zwischen ih­

nen eine Bayesgrenze existiert oder ob ihre Summe zweigipflig 

ist. Je nach Ausfall des Tests werden die zwei benachbarten Kom­

ponenten wieder zusammengelegt. 

Einlesen und Aufteilen eines neuen oder erneut des gleichen Da~ 

tenblocke, :falls zusammengelegt wurde, Test auf' Zerlegen, Prü­

fung der Nebenbedingungen, Zerlegen, Sortieren der Komponenten, 

Einlesen eines weiteren oder erneut des gleichen Datenblockes, 

falls zerlegt wurde, Au:fteilung, Test auf Zusammenlegen, Prü­

fung der Nebenbedingungen, Zusammenlegen werden so lange in ei­

ner Schleife hintereinander ausgeführt, bis keine Zerlegungen 

oder Zusanunenlegungon mehr erfolgen\ d.h. bis die gefundenen 

Komponenten endgültig sind. 

Das Verfahren ist im Blockdiagramm S. 86 dargestellt. 

In den f'olgendcn Abschnitten des Berichtes werden die einzel­

nen Schritte einschließlich der dazu bentitigten Formeln behan­, 
delt. 
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J. Erstellung des Parametersatzes 

Die erste Stufe der Simulation um:faßt die Zerlegung einer Ni.­

schung von mehreren Normal-, Dreiecks- oder Rechteckskomponcn­

ten in zwei Normalkomponenten (Dlockbild rechts oben, Ausgang b ). 

Dazu sind die theoretischen zentralen Momente dieser Mischungen 

zu berechnen. 

J.1 Nullpunktsmomente von Normal-, Dreieck-und Hechteckvertcilung 

J.1.1 Dezeichnungen: 

X stochastische Variable 

P {X~ x} = F(x) 

o<.n = E {xn} 
Verteilungsfunktion 

Nullpunktsmomente von X 

o<.o = 1 

Mittelwert 
ex 1 = JJ 
,un = E { ( X-JJ) n J zentrale Momente 

µo = 1 

µ1 = 0 

µ2 = er' 2 Varianz 

2 
J.1.2 Nullpunktsmomentc der N(y, p., o- ) --Verteilung: 

Es sei X 

( WD) g( x) 

N ( x , 0 , 1. ) - ver t c i 1 t mit der Wahr 1:, c h o i n 1 i c hlrn .i. l .:a et i c h t e 
1 - 1 x2 . 

= ~ c ~ und der charakt<'!ristischen Funktion 
Y2n: . ~r.o ., 

f . 1 2 1 2 
1 1 tu - 2u d -"-t -·--= e e u=e c 
\[2n „oQ 

und Y = (j X . + jl eine Trnns :formation ·cter stochn•· 

stischcn Variablen X, so daß Y N ( y 1 jl > 6"' . 2) - V C r t e ; 1 t i s t . 



- 6 -

Die zu y gehörige charakteristische Funktion ist: 
' e i tp cp( t) = E {eitYJ = E {eitcf'XJ E {e i t,,u) = '.((o-t) . . 

16" 2 t2 i tµ i tµ - .! a-2t2 
<[X t) e --z e = e 2 = . 

was man durch Schluß von n auf n+1 beweist. 

q/n+l)(O) = i,u q,(n)(O) + ;2nci2Sf'(n-1)(0) 

und mit O(n = ;-n<p(n) (0) 

1 01.n+l 
2 

+ n <f' o<.n-1 

Damit erhält man 

oc.o = 1 

<X-1 = µ 

2 2 + (f 2 
o<.2 = }J . ,u + l.ö .1 :: }J 

c<.3 = JJ 3 + 3 µ (f 2 

o<.4 = ,U 4 + 6)J 2(f 2 + 3 <f 4 

0(.5 = µ5 + 10 J-13 0 2 + 15 )Jt:r 4 ( 1) 

~ = fJ 6 
+ 1 5 fJ 4 o 2 +· 4 5 JJ 2 «r 4 

+ 1 5 <f 
6 

Die Koef:fizienten stimmen mit denjenigen der !Iermitischen Po­

lynome lI e n< x) überein. Die hiorzugehörigc Rcku~ionsformel :fin-

det man in /10/ s. 782 

Durch Vergleich l ..... _-~-n-__ -___ =_i ___ n_o_~~-, ~ _e _n _( -2-.~-)..,] 
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und unter Benutzung der Formel 22.3.1 in / 10/ s. 775 ergibt 
, 

sich schließlich: 

c;J (i> n-2m 

L ex. n = 6"' n n ! ml 2m (n-2m)I 
m=o 

\ 
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J.1.J Nullpunktsmomcnte der Dreiecksverteilung 

f(x) 

a-h a a+h 

Bild 1 a Dreieckverteilung 

1 [x - (a-hj] für a-h !:i x~ a 
h2 

f(x) = 

1 [x - · (a+h)] für a ~ X~ a+h - ;2 

0 sonst 

a+h 

~ = f un f(u)d u 
a-h 

1 [ 2an+2 - (a-h) n+2 
_ ~n+2 = 

h2 n+2 n+2 n+ 

R+l an+l (~n+l - (a-h) a -(a+h) + (a-h) n+T n+I n+ 

+ (a+h) (~:~)_n+l] und nach 

Umformung 

o< _ 1 [( a + h ) n + 1 _ 2 a n + 2 + ( a _ h ) n + 2 ] 
n - h2(n+l) (n+2) 

mit (a+h.) n = ~~ C) an-i hi 

i=O 



(a+h)n+2 - 2an+2 + (a-h) n+2 
= 

n+2 n+2 

L (~·, n+2-i hi + L- (nr2)(-l)ian+2-i a = 
i=l i=l 

n 

= h
2 

~n+l) (n+2) a" + 2 LC:!) 
i = 2,4 ... 

n-i a 

also 

(-~] 

2 \ (n+
2

) a n-2i h2i 
( n+ 1) ( n+2) L 2 i +2 

i = 0 

~ = 1 

c<l = a 

o<.2 = a2+ h2 
6 

o<:3 = a3+ 1 a h 2 
I 

o(4 a4 a2h2+ · 4 = + h 
--r;-

0(5 a5 + 5 a3h2 ah 4 
= +r ,3 

( 2) 

c:(6 a6 + 5a 4h2 
+ a2h4+ h6 

= -2- 28 

hi 



~ 

~ 

«1 

0(2 

0<3 

0:4 

«5 

~ 
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Nullpunktsmomente der Rechteckverteilung 

f(x) 

-h 
'--------+-----'---,.----x 

----a ---
ßild 1 b Re chteckverteilung 

= 

= 

O(n 

cxn 

= 

= 

= 

= 

= 

-· 

a+h 

f 
a-h 

1 

n u 

2h(n+l) 

1 = n+I 

1 

2h 

t 
i=o 

dt 

(a+h)i 

1 [n/ 21 ("+ 1 ) = n+T L 2k+l 
k:::o 

1 
\ 

a 

a2+ h2 
J 

a3 + ·ah 2 

a4 + 2a 2h2+ 
h4 
5 

a5 + ~O • a3h2 + ah 4 

= a6 + 5a 4ti2 + 3a 2h4+ 

(a-h)n-i 

an-2kh2k 

h6 
i 

( 3) 

' ., , 
, , -..1 

'{\ 

., ,V 
... , 

.. '...i 

. -~ 
. ',, \ •,"\ '\), 

' , '\. 
, .. , .. ,.,'> 



J.2. 

J.2.1 

- 11 -

Zentrale Homente 

Zu.snmmenhang mit den Nullpunktsniomenten. 

.... 
Die zentralen Momente Pn = E{(X-µ)"} = _[(X-JJ)"f(x) dx 
sind unubhängig vom Skalennullpunkt. Wählt man diesen bei }' , 

setzt man also JJ = O, so wird JJn=E {(x-µ) 11
} = E {x"} = ~-

Die zentralen Momente werden für p=o zu Nullpunktsmomenten. 

Bei einer Mischung von i Komponenten mit den Mittelwerten 

•oO 

o<.1 ( 1) = / xdF 1(x) ... 
o<.1 ( 2) = TxdF 2(x) ·-
o<.1 ( i ) = TxdF;(x) 

-oo 

und den Mischungsfaktoren 

z1, z2, . . . z. mit L zk = 1 
]. . 

k 
·ist 

O(l(ges) 
= 

Verschiebt man den Skalennullpunkt' um diesen Wert, dann erhält 

man die neuen .Mittelwerte 't 

11 = C'.. 1 ( 1 ) - c<.l ( g es ) 

?/2 - 0(,1(2) -Ol.l(ges) 

- 0(. 
l(aes) 

Die Momente um den neuen Nullpunkt sind nun auch zentrale 

Momente der Mischung: 

1-'o = 

= 
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Auch die weiteren zentralen Momente erhält man aus don Null­

punktsmomcnten der Komponenten, wobei nur 1.:-u beachten ist, daß 

der neue Sknlennullpunkt gegenüber dem alten um O(l(_$es) 

verschoben ist. Für die Nischung zweier normalverteilter Kom­

ponenten ergibt sich: 

µo = zl + z2 

µ1 = zl 71' 1 + 2 2 71' 2 

2 2 

µ2 = zl ( 711 + 0--1 
2 

) ( l 2 
2 

+ z2 + <>2 ) 

3 2 3 2 
JJ 3 = z 1 ( 0 1 + 3a'1<r'1 ) + z 2 (ö 2 + 3 d'2 ()2 ) (4) 

• • • 

. ! 

3 •2 • 2 Grundsiitzlicho Anwcndburkei t des Verfahrens von Pearson 

Am Ausgang b des Dlockdiagrammes stehon die theoretischen zen­

tralen :Momente von Hischungon aus Normal-, Dreieck- und Hecht­

eckverteilungen zur Verfügung. Es k~nnen nicht nur Mischungen 

von Komponenten eines Typs, sondern auch solche, die Kompouon­

tcn mehrerer Qder aller Typen enthnltcn, gebildet werden. Na­

türlich war die Frage, ob ~ich solche Mischungen überhaupt auf­

grund der Momente in zwei Normalverteilungen trennen lassen, 

grundlegend für die weitere Fortführung der Aufgabe. 

Bedenken hiergegen bestanden vor allem wegen der Aussage in der 

Literatur /10/S. 304, daß . für die Anwendu~g des Zerlegungsver­

:fahrens von K. Pearson sichergestelJ. t sein müsse, dag cl:io Ge::H,m!~ 

heit eine Mischw1g von nur zwei homogenen Gruppen sei. 
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Zerlegung einer Mischung 

von drei Normalvertei­

lungen aufgrund der 

theoretischen Momente 

Dild 2 

[JNG[GEBENE ~ERT[ 

AA( 1)• . ,300000 AHY( 13" 
AAC 2l• 1400000 AMYC 2)• 

__ AA C 3) · - _. _ .. · --- ,300000 •·· _ AMyt 3) • 

2,000000 
,000000 

•3,000000 

ASiG~IC 1l • 
ASJG~C 2l• 
AS!G~C3l• ... 

2,000000 
2,300000 

_ 1,800000 . 

AUS [JNGABf.WERTEN OER(CHNf.TE ZENTRALE HJME~TE DER H[SCHVERTEILUNG 

MY1• ,OO'.l000000:)00E 00 HY2• • !1097?9999;1'.)4( 01 MY3• ,671999999904(•01 
:1H• •1635163799!)8( 03 MYS• • 19'.H537~9'.l!l5E 02 MY6• ,49!1981\96492[ 0'1 " 

...... - ··· ·• • - ··••· .. . 
. ... . --·-· - · · -

LOESUNGS~6HPO~ENTEN 

BAC 1). ,H\029 8MYC 11" •2,61197241 05JG'1 C 1) • 1,~772,0 
BA C 2l• ,581197\ _ BMY ( 2). l,"J67'/32 0:3JGM [ 2). 2• l 261\C,'.) 

------- - --- - - --- - - -·· - · ·· ··• ··- ·· --
AHI• •,10913936'?.13(•10 Al-<2• ,80979999998?( 01 >, °►13• ,671?9999583CE•01 
AHI+• tl63516379'.l96E 03 AM5• •199~537991136( 02 AH6• , ~Cl H26 I !;8';;8E O't 

U.1111 

Im ßild 2 ist ein Dei spiel für die Zerle.~barkci t einer Mischung 
\ 

aus drei Normalkomponenten ,zu sehen. 

Die eingegebenen drei Normalkomponenten (strichliert) übcrlag43rn 

sich zu einer abgeplatteten cingip:fligen Summe, die aufgrund 

der Momente _in ~·.v-ei Normalkomponenten zcr~e~t wi.rd (<lu.rchgc20-

gen). Die Summenkurve dieser z,rei Normalkomponenten ist im :Rahmen 

der Zeichengenauigkeit deckungsgleich mit der Summenkurve aus 

den dre.i -urspriinglichen Komponenten. 
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Zerlegung einer Mischung 

von fünf Normalvertei­

lungen aufgrund der 

theoretischen Momente. 

Bild J 

EtNGEGEBENE WERTE 

AA C 1l. o 150000 AHY( lla 
AA( 2)• •150000 AMY( 2). 
AA C 3l • ,200000 AMY C 3). 
AAC '+) " ,250000 AMY( l+l • 
AA C 5l• ,250000 AMY[ Sl• 

1. y /YllllX 

·• 8 - ·· 

.ll 

.• 'f 

,r,.. r 
.e 

?J J' r--.._J 

\l. 
~ 

• 1!11 -7.1111! •3.l!a l.llll s. 'lla 

PS,000000 AS I GM C 1) • 2,000000 
„J,000000 AS I GM C 2)• ,150000 

,000000 AS I GM ( 3)• 1,000000 
3,000000 AS I GM C I+). 2,000000 
5,000000 ASIGMC 5). ,1+00000 

AUS EINGABEWERTEN BERECHNETE ZENTRALE MeMENTE DER HISCHVERTEILUNG 

8,8 " 

AHY1~ ••7275957611+18E•l1 
AMYi+, ,i+60012637807E 03 

AMY2• ,148033750000E 02 
AMY5• ••l88007513851E 01+ 

AMY3• •,202704750013E 02 
AMY6• ,231995416905E 05 

Lösung: 

,631984345881+E 00 
,36801565411'+E 00 

C~Y• ••145993316459E 01 
OMY• ,468092831+318E 01 

CS!GMA~ ~29991470607?.E 01 
DSIGMA• ,972580907975E 00 

AUS ERGEBNISSEN ERRECH~ETE ZENTRALE M6MENTE DER MISCHVERitiLUNG 
AMYl, .,7273957611+18E•11 AMY2~ ,14803371+9997E 02 AMY3• •,202704750011E 02 
AMY'+~ ,460012637800E 03 AMYS, • ■ 188007~1381+8E 01+ AMY6• ,23628395561+3E 05 

All.f das Problem der Zerlegbarkei t soll spiiter noch näher e.inge-

' g~ngcn worden. Die BeispieLe in Bild 2 und J entkräften grund-

sätzliche Einwände. 

Dor nächste Schritt in der Verwirklichung eines Klassifizie­

rungsver.fahrens, <los ohne Speicherung der Zwischenwerte f\rbo:i.­

ten soll, ist die Berechnung des für cl.i.o Zerlegung beni5tigton 

Momentun:.;atz.os nus Realisierungen des boi:rnchtotcn Prozessen. 

Die daraus zu berechnenden biasfreien empirischen Momente 

dienen als Schätzwerte für die tatsächlichen oder theore­

tischen Momente. 
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J.J Empirische Momente 

J.J.1 Bezeichnungen 

X stochastische Variable 

n Anzahl der Realisierungen 

n 

ak= ~ [: 
i=l 

insbesondere: 

a = 1 
0 

= M 

t 
i=l 

insbesondere: 

m = 1 
0 

1111 = 0 

2 
m2 = s 

k 
X • 

1 

\ 

k-tes emprischcs 

Nullpunktsmoment 

empirischer Mittelwert 

k-tes empirisches zentrales 

.Moment mit Bias 

empirische Varianz mit Bias 

ok und mk sind ihrerseits stochastische Variable. 
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3.3.2 Zusammenhang der empirischen zentralen Mom~_'!_~~- ~-!)-~ __ d~_r 
~irischen Nullpunktsmomente~ 

mo = 1 

1 n 
.!.D.- .!_ M ml = - L (X.-M) = = M-M=O n 1 n 1 n 

i=l 

.!.[(X.-M) 2 .!. [x. 
2 - ~[x. + M2 a -M 2 

= 
m2 = = n 1 2 n 1 n 1 

m3 = a3 - 3a 2M + 2 M 3 

m4 = a4 - 4a 3 M + 6 a M2 - 3M 4 
2 

m5 = a5 - 5a 4 M + 10a 3M2 - 10a 2M3 + 4M 5 

allgmein 

k 

Z C)(-1) 
J = 0 J 

k-j a .Mk-j . 
J 

( 5) 

vergl. /10/ S. 928 
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J • J. J Erwartungswert der empiri.schen Momen~ 

Der Erwartungswert 

berechnet, daß die 
von ak oder mk wird unter der Voraussetzung 

X. zu einer Grundgesamtheit mit der Ver-
1 

teilungs:funktion F gehören.Fist in unserem Fall die Mischver-

teilung. Die Voraussetzung einer gemeinsamen Grundgesamtheit 

:für alle X1 ist jedoch nur ~ormal er:füllt, da es ja gerade das 

Ziel des Ver:fahrens ·ist, diese in mehrere Komponentenvertei-
lung;cn au:fzulösen. 

J.J.J.t Erwartungswert der Nullpunktsmomente 

n n 

{ak} E {¼ L k } 1 E {xi kJ E = X. = E i = 1 1 n 1 = 1 

E {ak} 1 
n • cxk °'k = = n 

1 E {aJ = cxk l 

Die empirischen Nullpunktsmomente sind biasf'rei. (Man nennt 

diese Eigenscha:ft seltener auch Erwnrtungstreuc) 

J.J.J.2 Erwartungswert der empirischen zuntrnlen Momente 

Die Bestimmung der Erwartungswerte der empiri~chen zentralen 

Momente cr:folgt mit dem Ziel, Formeln :für biasfreie einpirische 

zentrale Momente au:fzustellen. Die Ableitungen sind langwierig, 

jedoch nicht prinzipiell schwierig. Grundsätzlith werden die 

zentralen :Momente aus den Nullpunktsmomenten gemäß AIJ:.;;chnitt 

J.J.2 berechnet, da sich letztere f'ortlaufen<l mit clen Hoalisio­

rungen des beobachteten Prozesses bilden lassAn. 
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Ebenso wie die zentralen sind auch die· empirischen Momente 

= 1 
n 

k (X; - M ) 

unabhängig vom Skalennullpunkt. Wählt man ihn wieder so, daß 

gilt 

- JJ = 0 

für alle i=1 ••• n 

und sind die X., X., Xk paarweise unkorreliert, dann gilt auch 
l. J 

E { X. • X. , J - 0 

sobald mindestens ein Index verschieden von allen anderen ist. 

(Es ist übrigens keine Unabhängigkeit der Xi, Xj usw. erfor­

derlich, sondern nur die Gültigkeit der schwächeren Forderung 

E { Xi • X j} = E { X 1 } · E { X j} V i, j ) 

Für die Ilerechnung der Erwnrtungswerte der m2 ••• m6 gehen wir 

von den in Abscl1nitt J.J.2 abgelei~etcn Formeln (5) aus: 

Wir benBtigen die Erwartungswerte der Ausdrücke 

mit k = 1,2 ••• 5 

1 = 1,2 ... 5 

und a 1 = M ist, llißt sich 

6 z. ß. M durch a 1 und M5 ausdrUcken: 

= a t,15 
1 

während fUr M5 die MHglichkeiten bestehen: 
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J.J.J.J { 1 -11 . Ableitung der Erwnrtungswerte ___ E __ akM _mit 1 = 

Zunächst verwandelt man in 

n k 

(,~ 
1 -1 

ak M 1 -1 1 

fu X • X~ • = 
nl 1 

die Produkte von Summen in Mehr:fachsununen 

n n n 

I: 
il=l 

L 
i2=1 

I: 
i l= 1 

Die Zahl der sich so ergebenden Summanden ist n 1 (Variation 

von n Elementen zur 1-ten Klasse mit Wiederholung). 

Für den Erwartungswert eines einzelnen Summanden 

E {x~ 1 x12 ••• x11 } 

ist es wichtig zu wissen, welche Beziehungen zwischen den 

2 ••• 6 

il, i2 ••• il hinsichtlich der Gleichheit oder Verschiedenheit 

bestehen, da riach Abschnitt J.J.J.2 ein Summand,in dem ein In­

dex von allen anderen abweicht, den Erwartungswert Null hat 

und bei der Detrachtung des Erwartuhgswertcs der Summe a4ßer 

Bc :tracht bleiben kann. Der erste Index nimmt jedoch insfcrn 

eine Sonderstellung ein, als er zum Faktor X~ gehijrt. Für k*1 
l. 

braucht E {x~} nicht Null zu sein, vielmehr ist allgemein 

E {xi k} ~ flk 

Der erste Index kann al8o einzeln vorkommen. 

Recht übersichtlich ist es, sich die Beziehungen zwischen den 

Indiens an einem 1-Eck zu verdeutlicheri. Für 1 ~ J kommt z.B.: 

i 3 

. . 
; 1 ; 2 

a 

Dilcl 4: 

i 3 ; 3 i3 ;3 · 

/ • .\ D 
; 1 12 ; 1 i 2 il i2 il i2 

h C d 

Kombinatorisches Schema der 11<.~ z ieliung en 7, ~-,:l~chen 

drei Indices. 
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Der Dar~tellung im 1-Eck entspricht die Zerlegung der Zahl 1 

in ganzzahlige Summanden 

1=1+1+1 

1 = 2 + 1 

1 = J 

wobei jeder Summand für eine Gruppe gleicher Indices steht. Es 

bedeutet 

1 + 1 + 1 

2 + 1 

J 

J Gruppen von verschiedenen Indices mit je einem 

Glied (Bild 4:a)) 

2 Gruppen von verschiedenen Indices, von denen eine 

zwei, die andere ein Glied enthält. Dabei gibt es 

( ~) = J Kombinationen. Sie sir.d in Bild 11b) -11 d) dar­

gestellt. Gleiche Indices werden durch Strich ver­

bunden gekennzeichnet. 

1 Gruppe mit J gleichen Elementen (Dild 4e) 

Es ergeben sich also hier :fi.inf Möglichkeiten der Zerlegung von 

1 = .3, 15 für 1 = 4 und bereits 52 für 1 = 5 • Wir verzichten 

daher auf die Ableitung einer allgemeinen Formol und begnügen 

uns mit der Ableitung von E {akM5} als größtem hier benötig-

ten Ausdruck, die w:i.r vorführen werden. Für kJ.e:i.nere J. werden 

nur die Ergebnisse angegeben. Summanden, deren En·rartungs,rnrt. 0 

ist, werden ab sofort nicht ~ehr nufgefilhr~ 
\ 
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<L:! r S u111111andcn 

6 E {xik xi x . x.x . x.} 
l l l l = u 

' k + · 5 

4+2 E {xi k x.x.x.x.x.} 
l l l J J = '1k+3 JJ2 

E {xi 
k x.x.x.x .x.} 3+3 l l J J J = JJk+2 J-'3 

{ X; 
k 

X.X.X.X X} 
2 

2+2+2 E = Jlk+l JJ2 1 J J m m 

{x; 
k 

1+5 E x.x.x .x.x.J = }1 k J15 J J J J J 
1+2+3 E {Xi k X.X.X X X } = JJk JJ2 JJ3 J J m m m 

1+3+2 E {xik X.X.X.X X} 
J J J m m = J-lk JJ3 J-'2 

Alle verschiedenen Erwartungswerte + o des Produktes 

X~ X. X X X X der stoch a stischen Variablen X und alle 
i J m n p q 

zugehörigen nicht äquivalenten Indexandordnungen. 

3.3.3.5 Multiplikatoren der Erwartungsworte aus J.J.J.4 

Dor Faktor x1~ trägt stets den Index i • E !' l.:ann jeden der 
]. 

n Werte annehmen. Alle ErwartunE:;swerte l,;:or:imen n-nw.l vor. 

Die 'folgenden Detrachtungen beziehen sich auf ein beliebiges, 

cl.ann aber :fcst,gehaltenes i ~ Der Index i hat also einen Wert, 

die Indices j und m können n-1 Werte annehmen. 

Es ist dann festzustellen: 

1. Wieviel Kombinationen der Gruppen gleicher Indices i, j, m 

sich bei n-1 Elementen bilden lassen 

2. Wieviel Permutationen mit Wlccle.rholung bei :fünf' Fnktorcn 

möglich sind. 

Kombinationen untl Permutationen sind zu 1nu.Lt:i.pliz'i.cren und bil­

den die Mul tiplikntorcn 1~ür die Erwartunr;swerte det· S1.1111manc.lcn 

bei festgehaltenem i. 
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1 • ) M u l t i p 1 i k a t o r f ü r /l k + 5 

Alle Indices sind gleich i und fest. 

Multiplikator für µk+S ist 1 • 

2.) Multiplikator für f'k +3 )J 2 

E { X ~ X . X . X • X . X ,·} 
1 l 1 l 1 

Hier ist der Index j frei wählbar. 

. cn-1 (n-1) 
Kombinationen 1 = 1 = {n-1) 

Unter den 5 gleichberechtigten und daher permutierbaren Indices 
sind 3 mal i und 2 mal J. Permutationen P3 ' 2 = 51 - 10 5 3 ! 2 ! -

Multiplikator: 10 {n-1) 

3. ) Multiplikator 

E {x~ X; xi xj 
n-1 

Kombination Cl 
Permutationen ' P2 ' 3 

5 

für )Jk+2 JJ3 

xJ xJ} = flk+2 /J3 

= {n-1) 

= 10 

Multiplikator l0(n-1) 



4. } 

6.) 

- 2J -

E {x;k X; xj xj xj xj}= !'k+t/' 4 

Kombinationnen 

Permutationen 

Multiplikator 

n-1 Cl = (n-1} 

pl,4 = S 
5 

5(n-l} 

frei wählbar j und m, also zwei Indices 

Kombimationen 

Permutationen pl ,2 ,2 
5 

=CJ = 

5 ! 
= = 1 ! 2 ! 2 ! 

Multiplikator: 15 (n-l)(n-2) 

E {x;k xj xj xj xj xj} = Pk J's 

n-1 

Cl Kombinationen = ( n -1) 

Permutationen = 1 

Multiplikator ( n - 1 ) 

(n-1) (n:.lL 
2 

30 



8.) 
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Kombinationen C 

Permutationen P2•3 
5 

n -1 

2 

= 10 

Multiplikator: 5(n-l) (n-2) 

= 

(n-1) (n-2) 

2 

Dieser Summand ist analog dem Summanden unter 7) und erhält 

den gleichen Multiplikator. Der Ausdruck 

pk p 2 p
3 

ist also mit 10(n-1)(n-2) 

zu multiplizieren. Trotzdem sind 7) und 8) verschicrlcne Fälle 

z.D. kann 

X k 
1 

X k 
1 

durch keine Permutation in 

LiberfLihrt werden. 
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Das Ergebnis der Ableitung lautet also: 

+ l0(n-1) Pk+2JJ3 + S(n-1) JJk+l JJ4 

2 
+ 15(n-l) (n-2) Pk+l J-'2 + (n-1) ,Uk }'5 

+ l0(n-1) (n-2) Pk ,u 2 p3 ] 

Des weiteren sind: 

E {akM4} = ~ [J'k+4 + 6(n-l) 1'k+2 /'2 

+ 4 (n-l) JJk+l /13 + (n-l) Pk }'4 + 

+ 3(n-l) (n-2) flk }'! ] 

{ 6) 



- 26 -

Wir fUhren weiter die Berechnung des Erwartungswertes Efm 5} 
vor und teilen fUr die Ubrigen empirischen zentralen Momente 
die Erwartunaswerte mit. 

3..,.3 • .3.6 Erwartungswert von m
5

:__ 

Wie in Abschnitt 3.3.2 gezeigt , ist 

mit JJo=l und JJ1 =O wtrd nach den vorstehenden Formeln 

E { a5} E {a 4 M} = 
}' 5 

= JJs n 

E {a3M2} ~ [Ps + (n-l) f'2 P3] ' = 

E {a2M3J = ~3 [fls + 4 (n-1) jJ 2 fl 3] 
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D i e F o r- m e l f ü r E { a k r,1 S} w u r d e h i e r n i c h t b e n ö t i g t , o b g l e i c h 
man auch MS= a

0
M5 schreiben und sie zur Kontrolle benutzen 

kann. Benötigt wird sie zur Berechnung von E {m6}. 

Nach kurzer Zwischenrechnung erhält man 

Die Ergebnisse für die Erwartungswerte aller zentralen Momente 
lauten: 

E {mo} = 1 

E {m1} = 0 

E {m2} 
n-1 = r, JJ2 

E {m3} = ~.!!_:J_l 
}J 3 

n 

E {m4} = n-1 · [ 2 2] ~ (n -3n+3) )' 4 + 3(2n-3) f' 2 

E { ms} = (n-~l_{_n-2) [(n2-2n+2) JJs+lO(n-2) 

E {m6J = (~~~n
4

-sn
3
+!0n

2 
-!On+5) p6 

2 
+ 1S(n 3-4n 2+7n-5) µ2~ 4 - 10(2n 2 -6n+5) fJ 

+ 15(n-2)(3n~5) p 2
3 ] 

J-'2 JJ3] 

( 7) 
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Deutung der Ergebnisse. 

Die Erwartungswerte der empirischen zentralen :Momente 111 2 • • •"'6 

stimmen nur :für n ➔ oo mit den theoretischen zentralen Hamen ten 

p
2 

••• p
6 

Uberein. Diese Eigenschaft nennt man nach R.A. Fischer 

K6nsistenz der Schätzung. 

Jedoch erhält man bei :festgehaltener Stichprobong~Hße n syste­

matische Fehler {m
2 

und m
3 

.sind z.D. systematisch von zu klei­

nem Betrag). Man spricht hier vom Dias der Schützung. 

Man wird also die Schätzwerte :für die Momente korrigieren, um 

den Bias zu ent:fernen und eine bias:freie konsistente Schätzung 

zu erhalten. 

Nicht geprüft wurde, ob diese Schätzungen .auch ef:fizient d.h. 

von minimaler Varianz sind. Die an m
2 

und m
3 

anzubringenden 
n Korrekturen bestehen lediglich darin, die Faktoren -

1
- h:r.w. 

2 n-n 
(n-i)(n- 2 ) vor die m2 und m3 zu setzen, bei den hHheren Momenten 

gibt es jedoch mehrere M~glichkeiten, den Bias zu eleminieren. 

Die Vorgehensweise wird an der Erstellung der Formel für das 
\ 

:fünfte Moment gezeigt. Die Formeln bis zum 4. Moment finden 

sich ohne Ableitung auch bei Cramer /12/ S. 352 und st.i.m;;1e1i mit 

den selbst abgeleiteten Uberein, allerdings findet sich auch 

bei Cramer kein Hinweis auf die E:f:fizienz. D:i.estar Frage konnte 

mit Rücksicht auf die Gcsamtau:fgabe nicht weiter nachgcgi.\llg(,m 

werden. 
\ 

J.J.J. 8 l3iasfreie Schätzwerte der empirisclwn zentralen i-lor.1N1te 

Es war 

Es lier;t nun nahe, das Glied p 2 p J durch eiu so lches, dn::-; a1u; 

dem Erwartungswert E { m2 m
3
} gewonnen wurde, :t.:u };:ompensi c1·on. 
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3 2 -a M2-2M 5 
m2m3 = a2a3 + 5a 2M -3a 2 M 3 

E {a 2a3} 
1 E{~ f x/ x/} ¼ [P 5 + ( n .. 1 ) J.12JJ 3] = 
~ 

= 

l 

E { a/M} = 
l E{~ t ~ x/ x.2 xk} nJ J 

1 [Ps + 2(n-l) p 2 p3J = ;,-z 

Die Erwartungswerte der Ubrigen Summanden lassen sich aus den 
Formeln (6) ablesen. 
Also wird: 

E hm3} = ¼- [JJs + (n-1) h }'3] + «;:i [J's + 

4(n-l) JJ2 }13] - ;z [Ps + 2(n-l) /12 }'3] 

- ;;-z [ }' 5 + ( n-1) }' 2 }' 3] - ~ [P 5 + 10 ( n -1) JJ 2 J'JJ 

Mithilfe dieser Formel kann man nun den Term p 2 p 3 in E {m 5} 

Formeln (7) ~urch E {m2 .m 3} ausdrUcken. 

Nach elementarer Zwischenrechnung folgt: 

n 2 [(n
2

-sn+l0) E{m 5} -lO(n-2) 

{n-1) (n-2) (n-l) {n-4) 

Daher hat der Ausdruck 

= n2 [(n 2-5n+l0) m5 -lO(n-2) m2m3] 

(n-l)(n-2) (n-3) (n-4) 

den Erwartungswert p5 . 
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Das biasfreic empirische zentrale Moment M5 ist ein bias­

freier Schätzwert für p 5 • 

J.3.3.9 Rechengang für den biasfreien Schätzwert fürE 6_ 

Wie aus Formel (7) zu ersehen, enthält der Erwartungswert von 

h A l „ l 't 2 d . J U . 1 · m6 außer µ.6 noc usc ruc ce mi µ
2 

11 11 PJ un p 2 • m sie zu e c-

minieron, benötigt man drei weitere Gleichungen, die man zweck-
2 3 mäßig durch Bilden der Erwartungswerte von m

2 
m4 , m

3 
und m2 

aufstellt. Diese Gleichungen sind ähnlich wie diejenige für 

den Erwartungswert E {m6} aufgebaut und erhalten ebenfalls nur 

Ausdrücke in 11G, p
2 

• p4 , p; und p~ • Man erhiil t ein lineares 

Gleichungssystem, das man nach µ 6 au.flöst, wodurch )1
2 

11 4 , 11; 
und p~ eleminiert -wer<len. 

Der biasfr~ie Schätzwert für p 6 setzt sich also aus den Erwar­

tungs,rerten E { m6} , E { m2 m11 J E { m;} und E { m~} mul tipli­

ziert mit Ausdrücken aus Potenzen von n zusammen. 
\ 

Die Erw.:trtungsworte E { m2 m11},E { m;J und F, {m~} wurden von mir 

berechnet. Die letztgenannte Umformung zur Erstellun~; von M6 
wurcfo aus Au:fwandr;gründen nicht mehr durchr;c.führt. H6 wird nur · 

für den Symmotriefall mitn1
3
:o und m

5 
= O benötigt und ist da­

her praktisch entbehrlich, ggf. macht mau keinen großen Fohler, 
\ . 

wenn man mit m6 an~telle von M6 rechnet. 

Es zeigt sich deutlich, daß ribgcschen von den oin.fachslen FKl­

len, die Erstellung der Formeln für M
1 

sehr auf·1,rendig 1-rirc.l • 
. C 

Von n.A. Fisher wurden <1:ie Kumulan:ten · (Scmi-Invur :inuten) 

eingeführt, .für die sich entsprechende Bernchnnn~~en heträ.cht­
~ 

lieh vereinfachen lassen; Als Literatur zitiert Cramer 

/12/ s. 352. Trotzdem erschien es 

. ' •. 
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nicht gerechtfertigt, für clo.s ansch.l.ießende Zorlegungsver:fah­

ren die Pea.rsonvaria.nte von Charlier / 13/ zu verwenden. Die De­

rechnung der biasfreien Schätzwerte für p
2 

•• ,p
5

, der biasfreien 

empirischen zentralen Momente M2 ••• M
5 

konnte mit dem Formel­

manipulier9ystem Fordeca.l auf der IBM 360/67 bewältigt werden: 

M2 
n 1 [ (Xl-M)2 s2 = m2 = = 
n-1 n-1 

2 

M3 
n 

m3 = 

(n-l)(n-2) 

=~ (n 2-2n+3) m4 -3(2n-3) 2 ] M4 m 2 

(n-1) (n-2) (n-3) 

M = n
2 

[ ( n
2
-5n+l0) m5 -10( n-2) m;m 3 ] 

5 ( n - 1 f {n- 2 ) ( n - 3 ) ( n - 4 ) (8) 
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4. Zerlcgungsverfahren nnch K. Pearson 

Mit den theoretischen zentralen- oder den empirischen biasfreien 

Momenten stehen Ausgangsparameter für das in dieser Forschungs­

aufgnbe entwickelte Wahrscheinlichkeitsdichteapproximntions­

vorfahren zur Verfügung. Wichtigster Bestandteil dicsos WD­

Approximationsalgorithmus ist ein als "Zerlegung" bezeichnetes 

Verfahren ·von K. Pearson. Es soll kurz geschildert,und eine 

Reihe seiner Eigenschaften sollen untersucht werden. 

Grundlegend fiir das gesamte W .D .-Approximationsverfahren ist die 

Möglichkeit 1 unter gewissen praktisch häufig gegebenen Bedingun­

gen zu einer empirischen Verteilung mit den Momenten N 2 ••• M5 
eine :Mischung von zwei normalen Komponenten mit gleichen Momen­

ten p 2 = M
2 

••• p
5 

= M5 zu finden. Den Zusammenhang dieses 

Problems mit einem Wlirmcleitungsproblem zeigt G. Doetsch /2/. 
Aus seiner Analogie erkennt man auch, daß die Bedingungen nicht 

immer erfüllt sein müssen. 

K. Pearson hat die Aufgabe, aus p
2 

••• p
5 

die Parameter der Kom­

ponenten zu berechncn,1894 gelöst /5/. Sein Verfahren führt auf 

eine Gl. neunten Grades, deren sämt'liche reelle \vurzeln er in 

Betracht zieht. Jede von ihnen kann auf zwei Komponenten :führen. 

Wir bezeichnen in diesem Fall die Komponenten als Zerlegung 

der vorgeg,;ihcnen empirischen Verteilung mit N
2 
••• M

5 
• 

Es gibt Gntweder keine, eine oder mehrere Zerlegungen einer 

emp.Lcischen V(; rl:e:Llung, wie bereits K. Pearson i'eststellte. Die 

Meh.rdeutiglteit kann im Zu.sammenhang gesehen werden mit der Mehr­

deutigkeit der Lösung des modit'izicrton :Momentcnproblcms nach 

Ifamburger.(Schmetterer, 1966, s. 1411 /111/). 

In diesem Bericht wird diskutiert werden, .welche Lr3 .s ung im Falle 

der Mehrdeutigkeit ~u wnhl<:n1 ist. 

Der Vorschlag von K. Pearson, dazu das sechste Moment H6 heran­

zuz~ehen, hat sich nicht bewährt - jedoch hatte Pcur son solbst 

ein.schränkend hinzugefi.igt daß im Fall von zwei J.,c.,s1.n1~en, deren 
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sechste Momente oft wesentlich dichter benachbart sind als ei­

nes von ihnen mit dem sechsten Moment der empirischen Ausgangs­

verteilung. 

1971 hat E.R. il e rger den Bereich, in dem zur Lösung brauchbare 

Wurzeln der Pearsongleichung gesucht werden müssen, durch eine 

Ungleichung sehr eingeengt /46/. 

4.1 Dcschreibung des Zerlegungsver.fahrens 

ßs werden folgende Bezeichnungen eingeführt. 

Mischungsfaktoren 

Mittelwerte der Komponenten 

Standardabweichungen der Komponenten. 

( 9) 

( 10) 

P2 = P3 ( 11) 

\ 

2 
= ( 9 }l 2 - 3 JJ4); ( 1 2 ) 

Der Skul ennullpunkt wird so gewählt, daß der MittelHert p 1,=o 

i s t . F U r l' 
0 

- Jl 6 g e 1 t e n d a n n i n F o r t f ü h r u n g d e r (, 1 ' n ( 'l ) 
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JJo = Zl + z2 = 1 ( 13} 

}I 1 = Zl ~ 1 + 2 2"'& 2 = 0 ( 14} 

2 2 2 2 

JJ2 = 2 1(?/1 + 01 } + 22 (?12 + 02 ) ( 15} 

3 2 3 2 
f13 = Zl (~l + 3 ?/1 öl } + 22(?J2 + 3026"2 ( 16} 

4 2 2 4 4 2 2 4 
,u4 = zl ~~l +601 ö1 + 3o1 ) +Z2 (~2 +602 6"2 + 3 6"'2 ) ( 17) 

5 3 2 4 5 3 2 4 

fJ5 = 2 1 (01 +l011 °1 + l S2f 1 01 ) + 22(7:/2 +1oa12 ·o-: 
2 + l 5a'2 02 } (18) 

6 4 2 2 4 6 . 

JJ 6 = z 1 (d'1 + 15~1 Cf'l + 45<3'1 öl + 15 6"1 ) 

6 4 2 2 4 6 
+ z 

2 (~2 + 15 ~2 ()2 + 45 ?J 2 Cf'2 + 15 ~ ) ( 19) 

Aus den Gl'n (13) und (14) folgt: 

zl 
12 

= 
i/1- 'i'2 

'd"1 (20) 
Z2 = --·------

Yi -~ 

Es soll gelten osz 1 ~1; o~z 2 ~1 

d.h. nur additive Mischungen werden betrachtet. 

(2 1 , 2 <0 bedeuten "aussterben" einer Population oder dergl. 

und soll hier außer Betracht bleiben.) 

M i t ( 1 4 ) f o 1 g t t ')'
1 

u n d }'
2 

m ü s s e n v e r s c h i e d P. n e s V o r z e i c h e n 

h il be n ! '}' 2 f O , ;}' l Z O { 2 2 ) • 0 i e s w i e d e r u in b e d l~ u t e t : p z "'·d) . ?J 2 < 0 • (1 2 ~ 

Da gleichzeitig 1l und -y2 reell sind, muß dies auch für p2 gqlten. 
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~us den Gl 'n fLlr die Momente der Mischung zweier Normalver­
teilungen Gl'n (13) - (18) stellt K. Pearson eine Gl. 9ten 
Grades in p2 auf, die wir in Zukunft auch kurz die "Pearsongl . 11 

nennen wollen: 

9 7 2 6 2 5 
24 p2 - 28 ~ 4 P2 + 36 }'3 P2 - (:~4

1
.u

3
A

5
-10.). 4 ) P2 

2 2 4 4 3 
{148JJ3 A 4 + 2 ~ 5 ) P2 + ( 288 )' 3 - 12 A4 "-s JJ3- A4 ) P2 

3 2 2 2 4 6 + (24JJ 3 ,\ 5 -7 JJ3 .-14) P2 + 32)13 A4P2 - 24 JJ3 = 0 

Von dieser Gleichung interessieren nach (22) nur die nega­
tiven, reellen Wurzeln. 

K. Pearson gibt weiterhin folgende Gl 'n an: 

und damit wegen (11) = 
P3 

P2 
( 2 3) 

3 

( 21) 

Schließlich findet man 'Yl und "i 2 als Lösungen der quadra-
tischen Gleichung 

0 (24) 

daraus ergeben sich mit (20) z1 und z2 , während 
aus (15) und (16) abgeleitet werden: 

2 1 1 
o'l P-J. - P1 ~ l + = JJ2 - 3 

~2 3 P2 

2 1 )J 3 1 
0"'2 =· P2 - 3 3 P(Y2 + P2 ( 2 5 ) 

'Y1 

2 2 
cfl und 6"2 
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Notw~rHli[;c ~~ncling un g; dc.l.für, clnß zu p,> eine Zc:rler;11ng ~;ehört 
- -- --·-· '-• 

K. Pearson hat alle reellen Wurzeln seiner Gl. neunten Grades 

au:f die Möglichkeit einer Zerlegung untersucht. Im vorigen Ab­

schnitt haben wir tlann ge z eigt, d a ß p
2 

negativ und reell sein 

muß, damit die Zerlegung als Addition zweier Komponenten er­

scheint. 

E.n. Berger hat 1971 ,eine untere Schranke :für p 2 gefunden. p 2 
muß notw endig oberhalb -p

2 
liegen. Die Ableitung ist wie :folgt: 

Die Pearsongl. (21) ist g edacht :für unsymmetrische Mischvertei-

lungon, dann wird aus ( 22) y 2 < O< )'l • Aus den Gl. ( 25 ) 

wird durch Multiplizieren mit ,y 2 bzw. ')' l 

-Y2 0 2 (}J 2 P2) Y2 
1 

P3) = + - j ( }'3 + 1 

2 1 
'Y1 <>2 = ( JJ2 + P2) 'Y1 - 3( )J3+ P3) (26) 

cr1 
2 und cr'

2 
2 tatsächlicher Komponenten mi.issen pos. und reell 

sein,wcgen (22) wird: 

2 
'}' 1 02 > 0 • 

Da in beiden Gleichungen (2G) 
1 

-3(/l3+P3) 

enthalten ist, gilt auch 

und da ,y 
2 

< y l 
\ 

notwendig 

( )l 2 + f) 2 ) '}' 1 

Jl2 + P2 > 0 

Diese Ded:Lngung ist i:.iußcr ~;t nützlich, dn von (21) nur cl:ie re e llen 

Wurzclu im Bcrci eh - p,> bis O gesucht zu werden brn1.1.cll e n. DJo An-
" 

zahl dieser Wurzeln knnn mit Hilfe der Sturm'schen Kette bestimmt 
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werden. Obgleich auf dieses Verfahren noch eingegangen worden 

soll, sei hier bereits ein Ergebnis vorweg~enommen: 

1. Dei allen sehr znhlreich gerechneten Beispielen gab es stets 

zwei oder keine Wurzeln, die Bergers Bedingung (27) erfüllten. 

2. Die Gl. von K. Penrson hat keine weiteren negativen Wurzeln. 

Dabei wurde keine Voraussetzung über die Verteilungen gemacht, 

aus denen die Momente berechnet wurden. Um die Bedingungen 1. 

und 2. zu beweisen, könnte man daran denken,das Verfahren der 

Sturmsehen Kutte mit allgemeinen Zahlen durchzuführen. Nimmt 

man jedoch beliebige Zahlen anstelle von Momenten, dann gelten 

die obigen Feststellungen 1. u. 2. nicht. Es muß also den Be­

ziehungen zwischen Momenten Rechnung getragen werden. Eine De­

weisfilhrung ist daher sehr aufwendig, wenn sie überhaupt gelingt. 

Die Bedeutung des Beweises rechtfertigt solchen Aufwand nicht. 

4.J Notwendi8e und hinreichende ßedingung dafür, dnß zu 

_p 2 eine Zerlegung ~ehört. 

Die Bedingung ( 27) ist notwendig, jedoch nicht hinrei eh ontl, d. h. 

f'alls sich zwischen - p 2 und o z,re:i. Wurzeln :finden, könnff?1 hoido
1 

eine oder auch keine zu einer Zerlegung führen. Im ersten Fall 

liegt dann eina zweideutige Lösung vor. 

Daß die Dedingung (27) nicht hinreichend ist, liegt 

daß sie erfüllt sein kann 1ohne duß <lie Voraussetzunv 
2 0 

'Y1 o2 ;:,, 0 1 unter der si c abgeleitet wurde, erfüllt 

Bezieht man die Gl'n (26) voll mit ein, dann wird 

2 
3 )' 2 °1 = 3 ( fl 2 + P 2) ')' 2 

daran, 

I\) (>'2 <. 0 ' 
1'2 l 
sein mu.ß. 

(28) 
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also: 

B JJ.?. + P2) 'Y2 < )J3 + P3< 3 ( µ2 + P2)-Y1\ (29) 

D:ieflc Bedingung ist hinreiche nd für dio Existenz einer zu p
2 

gehörigen Zerlegung mit positiven Varianzen. 

S ondcrfal 1 6\ == 6"'2 == (!{ t o 

Wir gehen aus von Gl'n (25): 

ff 2 = 

() 2 = 

= 

(). 2 = 
2 

Sind~\ und12 tO (unsymmetrischer Fall), dann haben sie ver­

schiedenes Vorzeichen, daher mußpJ + pJ = 0 sein; sind sie 

aber (beide) Null, so ist dies ebenfalls notwendig. 

= 0 (30) 

Nut· in diesen\ FF\11 ist die Declingung ( 27) zugleich notwendi~ 

und hinreichend. 

Efl wiire wün s <.:hcn swcrt r;ewcsi'?n, bereits tun Mor.wnten.satz H
2 

••• H
5 

zu erkennen, ob Gl (21) zu Zerlegu1~.g(:H Führt. Ahgeseh<!H von <lom 

Fall, <lc1ß si ch uus der Anwonclun:-?; d0.s Vr:rfahrcns der Sturm' ::; chon 

Kette er.c,;lbt, d,1ß in( .. p .,.,,o) koinP- ';/ t t.c~cl vorl:i.est, ist dies 
w 

nicht gelungen. 
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Es soll nun vcr!,u cht werden zu zeigen, wie es da~u kommt, daß 

eine Wurzel nicht zu cin(ir Zerle~~ung führt. Daraus ergibt sich 

ein Zu gans zum Problem der zwei Lö s ungen einer Zerlegungr,auf­

gube und eine he 1lrit,tis cl10 "rlcgcl f'ür die ,\u :nrnhl c·incr c'.cr J,ii­

sungen. Schließlich lt.ißt sich in <.U.E.:sem Zu!;ammenlrnn~ beweisen, 

daß im interessierenden unsymmetrischen Fall p
2 

= 0 und 

p 2 = - p
2 

selbst keine Lösungen der Pearsongl. (21) sein kUn­

nen, womit eine wi chtige Voraussetzung für die Anwendung des 

Ver:fahrens der Sturmsehen Kc1t te im Int ervull ( - 11
2

, 0) 

ist. Wir beginnen mit dem letzten Punkt. 

4.4 Ausschließen von p 2 = 0 und E2 = - p 2_ 

als Wurzeln von Gleichung (21): 

gegeben 

Im folgenden sei F(x) eine unsymmetrische Mischverteilung mit 

M2 :f: O, MJ t- O, M5 t O bzw. p 2 =t O, JlJ t- O, p. 5 t- 0 • 

Die Pearsongleichung (21) ist Cür diesen Fall vorgesehen. 

Die Lösung des Zerlegungsproblems im Symmetricfall wird im 

Anhang behandelt. In den Formeln von K. Pcarson werden. die Momente 

tu- 2 • • .p5 bei der praktischen Zerl cgung durch M2 ••• M
5 

ersetzt. 

M
3 

= 0 bzw. p
3 

= 0 hieße
1 

in Gl. (21) verschwindet das absolute 

Glied - 24 p.~. 

Damit gäbe es mindestens eine Wurzel p 2 = O. 

Indem wir den Symmetriefall ausschließen, fordern wir: 

wegen (10) gilt dann auch 

( 31) 

Wäre nun p 2 = - p
2 

dann käme aus Gl.(29) 

( J2) 



0 < 0 ist ein Witlerspruch, also muß gelten: 

( J J) 

WUrden die <. Zeichen in (31) · durch~ ersetzt, dann stände 

anstelle von ()2) 

Das wäre nur mHglich, wenn: 

J-13 + P3 = 0 wäre. 

Gleichungen ( 28) wiirclen dann 

3 Y2 
(5' 2 = J· 0 ·Y2 - 0 - 0 1 

3 Y1 0-:'.2 = J•O • 'Y1 - 0 = 0 ( Jl.l) 
2 

Wir setzen voraus 

_2 
u 

1 
:t O , ( 35) 

da es sinnlos wäre, mit Komponenten verschwindencl.or 'f0rianz 

zu arbeiten,: 

_ci;nlt wegen (31). 

Damit entsteh,;t in den Gl'n (3-l:1:) ein Wid.arspruch. 

Ergebnis: Es gibt keine Wurzeln p 2 = 0 und 

cler Pearsongl. ( :21), die zu Zerlegttngcn führen können. 

Die Werte O und ~- p
2 

können al!i Grenzen im Vcr.f~hrcn uach 

Sturm verweridct werden. 



4.5 Numerische Betrachtung des Auftretens der 

Doppellösung. 

Eine Doppellösung tritt auf, wenn beide Wurzeln p 2 im Inter­

vall ( - p
2

, 0) und die zugehörigen Werte p 
1

, "'i 
1

, 1
2 

usw. 

die hinreichende Bedingung (29) erfüllen. Geht man bei der 

Simulation von Momenten aus der Mischung zweier Normalver­

teilungen gemäß (15) bis (18) aus, so zeigt sich, daß (29) 

dann von beiden Wurzeln p
2 

befriedigt wird, wenn der Abstand der 

Mittelwerte 'Y 
1 

und y 
2 

kleiner oder wenigstens nicht viel 

größer ist als die kleinere der Standardabweichungen tr"
1 

, (t'
2

• 

Um diese Angabe zu präzisieren,sollteman die Pearsongl. mit 

normierten Werten z.B. mit 

ab leiten 

Das war im Rahmen der Gesamtaufgabe zeitlich nicht möglich. Wir 

werden uns mit einem Zahlenbeispiel begnügen, an dem sich alles 

Wesentliche zeigen läßt. 

Wir wollen folgende Bezeichnungen einführen: 

Dei dem Zahlenbeispiel gehen wir von einer Mischung aus; deren 

theoretische zentrale Momente gemäß (15) - (18) berechnot werden. 

Wir nennen diese Mischung im weiteren einfa (:h 11 Ausgangt::vertoilung 1
~ 

Bei der Lösung der Zerlegungsau:fgabe wird stets als ein Ergebnis 

die Ausgangsverteilung zurückgewonnen. Diese Lösung wollen wir 

als Hauptlösung bezeichtien; ~aneben gibt es im Falle der Zwei-, 
deutigkeit eine "Nebenlösung", das ist eine Lösung, die in den 

Momenten ,u
2 

•• •}1
5 

mit der Hauptlösung i.i.beroinstimmt, nicht j ecloch 

in allen höher en Momenten. 

Es sei ru.n ei_ne zweideutige Zerlegung gege~en. W'ie das Experiment 

zeigt, vollzieht sich der Übergang zur ein<lcutigen Zerlet;ung ~o, 

daß mit kleiner werdendem tr und er t'" ••rrn:nuber '\J '\1 1 2 ._, '·• ö - :'/ 1. - T 2 
eine Komponente der Nebenlösung immer .schrirnlcr und hö h er wird, 

zur Spit?.e cnt~rtet und schließlich eitH! nc~~:-:itive Varianz bc­

k 0 :::mt, ·womit die gesamte Nebenlösung ni cht mehr als Zerlogung 

:eo:e lt cn l<ann, dio Zerlegung ist al so eind (•J u t i. :~ r~oworden. 



Solange die Nebenlösung existiert, gilt Gl. (29) auch f'ür ihr0 

Werte, die durch' gekennzeichnet se:Leu: 

Mit 6' 1 und (>"2 der Ausgangsvorteilung verldeincrt man J-l 2 , oh­

ne daß sich die anderen Werte stark ändern. Dadurch verkleinert 

sich p
2 

+ p 2 und die Grenzen J(p
2 

+ p 2) ,Y 2 und J(p2 + p 2) '}' 1 
rücken :näher ancina;lder. Da p J + p J t- 0 ( außer wenn tS" 1 = (j' 2 ) , 

kommt der Punkt p
3 

+ pJ schließlich außerhalb der .soeben genann­

ten Grenzen zu liegen. Die hinreichende Bedingung (29) ist ver­

letzt (obgleich die notwendige (27) - p
2 

~ p
2 

< 0 noch gilt), 

die Nebenlösung ist verschwunden. 

Wir betrachten ein Zahlenbeispiel und wählen als Au5gang s ver­

teilung die Mischung: 

Mischungsfaktoren 

z 
1 

z 
2 

= 0 '7 

= o,J 

Mittelworte 

my1 = -2 

= +2 

S tandardtthwc:i. chungen 

2,099 

2,099 

Die Mittelwerte wurden mit my bezeichnet, um VorwHc1ui11tn8;CZ1 mit · 

empirischen :M oder theoretischen p 1-lom cuten oder mit auf' Mittel­

wert der Mischung bezogenen Mittelwerten ,y zu ver;;wi<len. Der 

Fall fr 
1 

-· 6' 
2 

= o wurde gewählt, wo.i. l er sich ei.n:facher 

rechnet und alles erforderliche zeigt. FUr die Nc➔ l>011lösung i s t 

natilrlich (J" ~
1 

=#: t; '
2 

• 

Wir finden mit (14) als reduzierte Mittelworte der A11 agang s vcr­

teilung 

- - 1,2 y = 2,8 
1 

und daraus lllit (9) (10) (11) 

P1 .. 1'1 + 'Y2 - 1,6 

' 
'}' 1 'Y2 =-J,J6 p„ ··• .... 

P3 ·- P1 P2 =-5,J76 



Für p
2 

und p
3 

findet man durch Einsetzen von (9), (10) und (11) 

in (15) und (16) 
2 2 

Ji2 
Y1 () 2 - 'Y2() 1 ( 36) 

= - P2 + 
1 2 2 

(;' 2 - tr' 2 

J P2 
2 1 ( 37) 

/13 = - P3 + 
Y1 - Y2 

hieraus wird für ({ 1 = er 2 

u2 == P2 + t) 2 == 7, 765~01 

UJ = P3 = 5' 376 

(Gl. (37) enthält Gl. (30) als Sonderfall) 

Löst man Persons Gl. (21) auf, so gewinnt man zur Hauptlösung 

gehörig p
2 

= - J,36 zurück. 

Daneben findet man 

p' 2 = -1, 07213676115 

dazu 

p' = 2, 506l19l1642l1 
3 

P1 = 2, 3378497 3119 

'Y2 = -2, 7 305016689 

Y1 = 0' 3926519340 

3 ( p 2 + p 2) 'Y 2 = - 51J: ' 8 3 '1 18 4 12 5 9 

fJ + p~ = 7, 8824946424 

3 ( J-1
2 

+ P 2) 'y' '1. = 7 , 8 8 9 ß l1Q 6 2 6 7 

Die Bedingung (29) lautet 

- 54, 83 ••• < 7, 8824946424 < 7, 83~8406268 

sio ist noch gültig, obgleich erkennbar wird, daß rechts fast 

das Gleichheit~zeichcn gilt. 

D i ·c zu diesem Zahl enb ei spiel p;ehörigon Summen vcrtc :i.l u.ngen 

sind im Bild 5 zu sehen. Die Nohenlösnng trägt die Spitzo. 
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Bild 5 Haupt- und Nebonlösung einer zweideutigen Zerlegung 

Die beiden Zerlegungen und die daraus reproduzierten Momente 

sind: ( Erklärung der Parameter S. 116) 

LSG• -,1C7213676115C: Cl 
A ,. , 125722<JO 113 ~~CE 00 C~Y• ••3530:SC166894E 01 CS!" ,44627C3905%E•Oi ! 

l•A• ,87'+?.77 ·J98112E 00 DMY= • • '+07348065986E 00 DSI• , 2766937109 1+ 7E 

AMl" •,36379788C709E•l1 AM2a •776S80099997E 01 AMJ: · , 53759'~99996 lE 
AH4: , 16 69 11539551 OE 03 AM5= •286745141745E 03 ,\M6• ,629509813657E 

LSG• ·•, 33600000001 OE 01 

' A • , 6999'J'.:l':-099906E CO C1Y• ,,2oooo ocooo29E 01 CSI• , 20989 '.J999990E 
- l ,,.A• ,300000COOD%E 00 DMY~ , 1 '.J9 '.199-J99937E 01 DSI:a , 20'.190CC00016E 

AMl= •,t09139164213E•10 AM2• •776580099994( 01 AM3• , 5 J759')99')93'5f: 
Al"',• , 166'H5395510E 03 AM5• •2867lt51'+1737E 03 AM6a ,5678'J8 '.3'17637E 

Die Momente p
2
,. ,fl

5 
stimmen bei beiden 1,;;~;ungcn überein. 

höheren :Momenten weichen die Lösungen voneinander ab. 

01 

01 
04 

01 
01 

01 
O'+ 

In clen 

Als zweites n"'eispiel !~eben wir die Paramet.er von .folsenden nor­

malen Komponenten ein: 

z1 = O,J my1 = -2 (>- = 6 
1 

z2 -- 0,7 my2 -- +2 d' = 6 
2 

Wegon 6' 
1 

= <5' 
2 

muß gelten p
3 

°-, - p
3

• Dn die Nittclwcrto m:i.t d<H1-

jenigen vom Bci .spic.L t übcrcinst.imm<m, wiihrend d.i. n t· lischun~;H­

.fuktoron li::Hliglich gegenüber Bcipspiol :t vcrtnusch t sind, wns 

c:i.ne:r Unikch.1.·un!~ dct~ :c--Hichtung cntspriclll: und zur Vorzoichenum­

kehr der ungor.aden Momente i'i.ihrt, mi.i~_;sen p 2 ~-: Yt )' 2 .und 
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Dies gilt mindestens :für die Werte p 2 und pJ , t.l1f! zu. c.len 

eingegebenen Komponenten !~Chören. Abweichungen in J-lJ 

Hun.dungsfehler zurückzuführen. 

sind anf 

Interessanterweise stimmen jedoch beide Wurzeln p
2 

und p 2 und 

bis auf' die letzten Stellen nuch alle Koeffizienten der Pearson­

gleichung in beiden peispielen überein. Die Abweichungen werden 

voraussichtlich auf Rechenungenauigkeiten zurückzuführen sein. 

DiH Übereinstimmung der Pearsongleichung ~ei bis au:f }tJ vonein­

ander abweichen<len Nomentensützen läßt sich sicher leicht exakt 

bei•rnisen, jedoch besteht dafür keine Notwendigkeit, da tlit-1 Aus­

ga11.~~~;voraussetzt1r1g l!, 
1 

= tS' 
2 

pralctiscl1 nie er· .fiillt ist ur1(l es 

hier nur darauf' ankam, zu zeigen, daß bei :festgehaltenP.m p 2 , pJ 

(und p
3

) sowie der y
1

, y
2 

Existenz ocler Verschwinden der Neben­

lösung nur von der Größe von p
2 

abhing. li'ür o l :f: 6' 
2 

wird die­

se Aussage nur näherungsweise gelten. 

Die Nebenlösung hat die gleichen Mittelwerte uncl gegenüber Bei­

spiel 1 zahlenrntißig gleiche (nur vertauschte) ~lischungsfal~toren. 

Nur die Stantlardabweichunge11 sind gegenüber ßeispicl 1 vArHndert. 
\ 

Deidc Lösungen unterscheiden sich im '0"
1
/o2-Vcrh~-iltnis ihror Kom-

ponenten nicht mehr stark. Wie ßild 6 zeigt, decken s.i.c.h die 

Summenkurven aus beiden Zerlegungen. 

Zweideutige,Zerlcgung 

mit deckungsgleichen 

Summenkurvcn. 

IInuptli,.sung 

N<::bonlö s unr; 

Bild 6 



LS:i• 
. . K,8Q 

" . 1 • A • 

A~l• 
A~'•• . 

l.S3, 

A . 
:•A• 

A!" 1 • 
AM4• 

IIauptlösung 

•, '.J360COC:JC02P-E ot 

• 2~"'9 "J 9 'J:)~l~ 7 t 9f:: 00 c~v„ ••2 GOOCCCOC 196E 01 CS!• ,5999'J9,9'.191\0E 01 
• 1:io:o;:iccnnE c,o CH1Y• • 1 '.199999$19925( 01 OSI• ,1,oooo::i ovooo6E 01 

•,1 275 9~7b1418E•11 A~2• •3~3~99999996E 02 A~3 .i ,,!.i376000C03R9E 01 
,;,!,3 i 651 l5391,E C. . A1'1S• • • 19852"921! 117E O'+ AM6• ,'30668310'S263E 06 

Nebenlösung 

•, 1C?cD676tC1'E 01 

, a 7 '-?.77 0911112,: eo CMY• ,4C73430!>6C23E eo CS!• , 6261,9932 l 370f. 01 
,12:7c29C1J9:,E 00 C,~V • , 3;;3cso 166876E 01 OS!• ,5~ct04R8852&E 01 

·• 

.,J63797 ~ eo1c,E ■ 11 ·-•·· A:-42• ,nJ599?99996E 02 AMJ• •,537600000249E OL 
,'+6336!'>11999~E 04 A~S• • • 193S2•92SQSi,e: O'+ AM6• ,9C72',"211967E 06 

Parameter z u Dild 6 

A, 1 - A 

CHY,DNY 

CSI,DSI 

J\}11 ••• AM 6 

LSG 

Mischungsfaktoren 

Mittelwerte 

Stnndurdnbweichungen 

Zentrnle Momente 
' 

Wurzel der Pcnrsongleichung. 

Dies ist ein sehr praktisches Ergebnis: 

Liegt schon eine Doppellösung vor - ist nlso (my
1 

- my
2

) nicht 

groß gegen~ i und~ 2 - da~n ist dieser Fall für <lie Zeichen­

erkennung ohnehin uninteressant. Klassen, deren Vario.nzcn nicht 

klein sj.nd gegen ihren Abstand, sind nicht zu trenn en. 

Ist dann zusätzlich 0"
1
/cr

2
in beiden Lörn.u1~-i;e n nicht sehr unter­

sch:i.<?cllich, .dann untert;; chciden sich auch ,die Su111111enkurvcn nicht 

und es ist .für die Approximation einer voqr,cgebenen Kurve :~lcich­

gültlg, welche Lösung gcw~'ihlt wird. Ist das o -Vcrhi.iltnis bei­

der Lösungen jedoch stark unterschiedlich, so wird diejenige mit 

zwei sehr unterschiedlichen Komponenten in ßezug auf d:i.e Var:i.nnz 

die Nebenlösung sein, die instabil ist und deshalb verworfen 

werden sollto. 



Schließlich sei als drittes Deispiel ein Full gewählt, bei dem 

p
2 

gegen Fall 1 verkleinert wird, die übrigen Wert~ sti~non 

über~in-

LS~• ••1~7211676111E 01 
K(:~E ZC~LCG~NG MO[GLJCM 

my1 

my2 

= -2 

= +2 

S,q l.l • 
e"' a, • 

,700000 9~YC tl• •2,000000 
2,0COOOO . • 300000 ... BMY C 2l • . . 

MYt• ,GOOOOOOOOJOCE 00 MY2• ,776t60100000E 01 
MY4• ■ !667199E99S7E 03 - - MYS• •286~t95110JJE 03 

OS I GM C 1l • 
B~IGHC 2l • 

2,098000 
2•098000 .. 

HY3• ,537~999999~1E 01 
HY6• ,566817953371( 04 

Die Standardabweichungen sind also um 0,5 °/oo verkleinert und 
2 desgleichen p 2 = - p 2 + ~ • 

Wieder stimmen die Koeff'izienten der Pearsongleichung und da-

mit auch P2 und p' 
2 

in jetzt allen drei Beispielen üboreip 

(j '2 1 u3+P3 
= 1-12 + p' 1, ( ' ) 2 2 Y1 

entlüil t als einzige gegen Beispiel 1 voräuderte Größen p-
2 

• 
0 Ihre Verkleinorung um 0,5 /oo ist dafür verantwortlich, daß 

die Nebenlösung verschwindet. 
\ 

11 .6 Schlußf'olgerunr; :fi.ir di.e praldisch_?_ Am·rcndnng 
4 

Ginge es darum, die "richtige" der beiden iu Bild 5 dnrgestcll­

tcn Lösung zu wählen· und hätte man z.ß. au(~er p 9 - )-lr. noch p 6 •• 'J 

zur VerfUgung, so könnte man dLu·ch Vergleich von J1G diese Auf'-

gabe lösen. 

Die empirischen Momente M
2 

••• M
6 

sind hingegen mit Zufallsschw~n­

kungen behaftet. Da schon kleinste Scln-;unk.ungen bei p
2 

(z.B. 

0,5 °/oo) die Lösung mit der Spitze zum Verschwinden bringen, 
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ist es besser, eino solche Lösung als instabil zu betrachten 

und zugunsten der gegen Schwankungen unempfindlichen Lösung 

zu ver,.,erfen,. 

Liegen zwei Lösungen vor, so wird al~o diejenige verworfen, filr 

die , das Verhältnis zwischen den Varianzen ihrer Komponenten 

den größeren Wert annimmt, unabhängig davon, ob sie das sechste 

Moment besser reproquziert als die andere Lösung und ob sie 

zweigipflig ist und andere nicht. 

Daß (Jieses Entscheidungskriterium zweckmäßig i.qt, hnt sich hoi 

Appro~imationsversuchen an vorgegebenen empirischen Verteilun­

gen durch eine 'Mischung zahlreicher Normal vertoilungen gezeigt. 

Wählt man bei den hin und wieder auftretenden zweideutigen Lü­

sungen jedoch z.p. diejenige, deren sechstes Moment das empi­

rische sechste besser reproduziert, so approximiert der hlgo­

rithmus schlechter. Es wurden Spitzenbildungen beobachtet. 

\ 
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,2• Siz.!!.:_i._f~nn7.,tcn..!:, für clie2_hwoi.chunii;.. von der Norm~lität als 

Ent:-~d1eid 1.m,r,:!;;kr:i.tcrirnn f ür die Zorle1Tun ff _____________ .. ___ __ . ----'2...-..!.. 

Der Ged a nke, eine empirir; c}1 :;or.;ehcJ'!C J~lc.sse cLm.n in ;~:,.-rei ,: u ,:,cr­

le~en, ,\·<,mn die Verteilung der in ihr cntlw.ltenen Da ten si g ni-­

filrn.nt von der form der Nor;;1alverteilung a.bueicht, ifJt grunc.llc~;, <:uci 

fiir das vorliegende WD-Approximationsverfnhren. Uabei bleibt 

es ohne prinzipielle Dedeutung, dnß eine Zerlegung in Normal­

verteilungen vor~~enommcn wird und sich der Signifikanzter.;t dn-­

her auch auf diesen Typ be~ieht, ebensogut hätte ein anderer 

Verteilunr.;styp verwendet werden können. 

Beim vp1·liegenden WD-Approximationsverfahren wird jede Klasse 

durch einen Satz von filnf zentralen Momenten repräsentiert, Die­

ser MomentQnsatz muß nptwcndig dem Signifikanztest zugrunde-

liegen. 

5.1 Formfaktoren 

In einer Stichpvobe vom Umfang n 

sei.en 

1 m . = 
k n 

\ 

n 

L 
i=1 

( X. - M)k mit 
l. 

1 M = n 

n 

L 
i= 1 

die biasbeha.ftet.en zentralen. Stichproberunomcnte und 

( Jß) 

X. 
l. 

die emprischen Kocffi1d.enten der Schiefe m1d des Exzesses der 

Stichprobe. 
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Näherungsweise gelten filr beliebige v~rte:Llungcn d:i.e grwartunr;s­

worte 

und die Varianzen: 

Var {e 1} = 

< '1 p :1-l 6 - 12 p 2P 3P 5 - 211 p ~p 4 

+9 P;P4 + 35 r:P; + )6 p~)/4 p~ n 

Var {e2 } = 

2 
( P i2P 8 - 11 P 2 l14P 6 

2 2 2 
P2P4 + 16 P2P3P4 + 16 

Bei Normalverteilungen ergibt das~ 

E { e1} = 0 E { 02} - 0 

Var {e1} 6 Var {e2} 2'1 
(J9) = - -· --n n 

Genauer kommt :für die Normalverteilung 
\ 

6 
:-:: - n+1 

( n+ 1) ( n+ 3) 
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Führt man die bias:freien Schätzwerte der Kumulanten ein 

= 

= 

n 
n-1' 

2 n 
(n-t){n-2) 

2 n 
K = 4 (n-t)(n-2Hn-J) 

dann kann man damit bi&s:freie empirische Formfaktoren E1 und E2 

E 
2 

= 

= 

K 
) 

K 'J/2 
2 

ausschreiben. 

= 

= 

Setzt man darin für e
1 

wieder für m2 ~ m
3

, m4 
nach Zwischenrechnung: 

E 
1 

M 
J 

= ?-1 J/ 2 
2 

n 

2 
n -2n+J 

\ 

Vn(n-1) 

n-2 

n-1 
(n-2)(n-J) 

und e 2 aus (J8) ein und ersetzt dann 

aus (8) durch N
2

, M
3

, M4 , so erhült man 
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D:i.cse bia,i:;f14 eien empirischen Formf'afrtoren haben die Erwartunis­

werte 0: 

g {E
1
} = 0 

E {E 2} = 0 

und di~ V,1rianzen 

6n (n-1) 
rr;:::-2) ( n+ 1 l_n_+_J..,..) 

24-n(n.-1) 2 

{ n-2) ( n--ml-1+-J"'") .,..( l-l+---5) 

Für große n gehen ( l.1:2) und ( l.1-3) über in die asymptotischen 

Formeln (39). 

5.2 Test auf Normalität 
Deidc Formafaktorcn E und E sind Zuf'allsvariable 

. 1 2 
und für nicht zu kleine Stichproben nsymptotisch 
normal verteilt. Man kann also unter Denutzung von Var { E J 
bzw. Var {E2 } ein Intervall um E {E

1
} = 0 bzw. E {~ 2) = 0 

konstruieren, außerhalb dessen das aus dem zu prüfenden Momenten­

satz berechnete E
1 

oder E2 nur mit einer Wahrscheinlichkeit 

(Irrtumswahrscheinlichkeit, Signifikanzniveau) zu liegen kommt. 

In weiteren Ausführungen wird nur E
1 

erwfüm.t, obgleich der Form­

faktor E2 in gleicher Weise für einen Tost verwendet wird. 

Man stellt die Nullhypothese I-1
0 

auf:" E
1 

weicht nur zufiill.:i.g 

von E {E
1

} ab"\ die man zugunsten <ler Alternativhypothese H
1

: 
11 E

1 
weicht systematisch von E {E

1
} ab" verwirft, wenn das nach 

Formel (40) aus der Messung berechnete E
1 

außerhalb der Schran­

ken:!: S zu liegen kommt. Die Schranke S berechnet man unter 

Verwendung von ( l:t2) und von Tabellen des Ji'ehlcrintpgrals: 

°' 2 = 
1 

'f2.n 

s 
+ 

- Cl() 

= ( 1~ 5) 



Praktisch verläuft der Test so: 

Wahl eines c(. z.D. c1.. :c: 0,1 

Derechnung des zugehörigen t ·nach Tabol l o zu ( l1 1i) • 

Untersuchung einer Stichprobe vom Umfan.~ n • 

Dere chnung von Var { E J nach ( 42) • 

Berechnung von S nach (45) • 
Berechnung von E 

1 
nach ( 40) • 

Annahme oder Verwerfen der Nullhypothese • 

Die Alternativhypothese H1 : 

11 E
1 

weicht signifikant von E {E
1

} ab" <leutet man so: "Die 

durch den }lomentensatz repräsentierte Komponente ist nicht nor­

mulverteilt und sollte also zerlegt oder nicht wieder vereinigt 

werden." 

Dn S = S ( o<. ) ist und man in der Wahl <los S:igni:fikanzni veaus 

frei ist, liegt in der Entscheidung zugunsten H oder H, wie 
o 1 

bel jedem Signi:fiko.nztest, ein gewisses Man an Willltiir. Es 

ist Sache des Gesamtalgorithmus, empiriach zu ~rmitteln, wel~ 

ches Signit'ikanzniveau zweckmäßig ist. 

6. Nebenbedingungen 

Zweigipfligo Verteilung 

ohne Dnyesgren.zc 

Dild 7 

El~GEn~eE~~ ~E~TE 

. C GAUS5„VtRT:: tLU'JG ) .. - ----~~ -~···=···:.· ~~:.~=~~---· .·:: .-.:··:_~·~:-.- _. 
,\AC 1l• 
AA [ 2J • 

,~C•JOOO 
e10COOO 

~.000000 
2, 200000 

ASjGMC 1l • 
,lS!G,'1C 2l • 

1, ~oor.00 
,4CCOOO 



Da.s Kriterium für die Stcnerung rlP, s Zerlegens hzw. Zusammen­

legens von Klassen ist die signifikante Abweichung einos Form­

faktors von seinem Erwart1.mgs.,..-ert. 

Unter Umstünden ist es zweckmäßig, clnnehen weitere ForLlt:1rtn\ 2_" cn 

zu stellen. Faßt man z.D. als Anwendung des Verfahrens die 

Zeichenerkennung ins Auge und betrachtet eine durch ihre e mpi­

r:i.5:!hen :Momente gekennzeichnete Komponente nur als HcprÜnf!nLln­

ten für ein Merkmal (Klasse), dann erscheint es wünschcn.:nrnrt, 

trotz signiI'ikanter Abweichung des Formfaktors von seinem Er­

wartungswert Null eine Zerlegung der die Klasse repräse?1tieron­

den Komponente in zwei nur dann vorzunehmen, \lenn deren S111111nen­

kurve zweigipflig ist. 

Die Zweigipfligkcit tritt als Nebenbedingung auf. 

Am praktischen Beispiel wird auf Vor- und Nachteile diosor Ne­

benbedingung einzugehen sein. Dichtekurven aua wenig Dcobach­

tungen entlud ten starke Schwankungen. Der Algorithmus könnte 

aufgrund eines Einbruches in df)r omprischen Verteilun~; einer 

Klasse, der sieh in den Momenten und als signi fikunte Aln-rcichung 

des Formfaktors von Null nieclerschli:i.gt, zu einer Zerlcg uu;:; ge­

langen, deren eine Komponcnt c als kleine Spi t ~/,e auf der Flanke 

der zweiten Komponente rci tet. Au:f cl.i. cso Weise wiii~e clor , .... 
,!.,] . .tl-

bruch in der empirischen Vcrteilun?; npproximiert, die Sum1.-icn­

kurve wäre sogar zweigip:flig; dennoch kann die Dichte einer 

solchen kleinen Spitze ständig unterhalb dcrj cni,g;en <lex· Haupt­

komponente liegen. Eine solche Kla s~;e ist fii.r die Zeicll e no.r--, 
kennung uninteressant. (Vergl. Bil<l _?) 

Es muH j cdoch zugegeben werden, claß trotz 7.ahlreicher Verf; 1.r.che ' 

mit normalvertcilten Pseudozu:fnlls z nhlcn dieso Situation ;iicht 

zu simulieren wnr. Dies spricht f'ü r clie S~ ;:,bil:i.ttit des ZerJ.0-

gu.ngsverfahrens, w:i e :=;pti t er atw r,ef'i.ihr t ,-rird. 

Man entscheidet sich z.B. beim Bny c t;kli'\ s :d.f.i 1-:i 1tr:rfi.ir c:i.no KJas ~-;c~, 

tle:r.·en (lJeuingtc) Wahrscheinlichkeit unter tler l\ o dinp.;un~r, , d nH 

eine Uoobachtun~ X gemacht wurde, ,'\ lll gröi~t c ,t i:;t,. 
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Damit man s ich nicht nur fi.ir eine Klasse onl:scheidet, r.1ii s :;cn 

Grenz en e x i :; t ieren, an denen i:; i.ch d .i. e Dic I1to1...: u rven der l(la s sl:1n 

schneiden. Man nennt s i e Bnye sg ren z en. Irn F all, daß o:iIH~ Kurve 

unterhalb der anderen verläuJ't, existieren kc:i.nc Dnyt~sgren ·✓..en. 

Die Existenz von Bnye sgronzen ist eine weitere intcrc sß a nte 

Nebenbedingung. 

6.1. Zweigip1~ligkei t. 

Es wäre äußerst praktisch, könnte man aus dem Momentensat;;,, 

M
2

• • .M
5 

bzw. p
2 
••• p

5 
bereits erkennen, ob nach einer Zer­

legung aufgrund dieser 1'1omente aus den Komponenten eine ein­

oder zwoigip:flige Dichtckurve als Summe resultiert. Nach 

Maßgabe der Nebenbedingung könnte man die Zerlegung c.hnn 

ggf'. un terl.~ssen. Eine solche Bedingung kann es j erlo eh nicht 

geben, denn zu einem Nomentensatz können :1,1voi Zerlc:;unr;on 

gehören, von denen eine zweigipi'lig und die andere ein:~ipf­

lig sein kann. 

Daß es auch bei Kenntnis der Parameter nicht trivial i s t zu 

entscheiden, ob eine f'-Uschung von ~ wei norm a len Vcrtci1 1 m ~ cn 

eine ein- oder zwcigipflige Dichl:ekurvc hnt, ✓-, c igt e:i.no Re ihe 

von Veröffentlichungen. 

Zu nennen ist eine Betrachtung von G. Doetsch /2/ 1936, 

S. J1 1¼-J15 an Komponenten mit gle i chen Var.i.cu!.zen. Die ne­
din r; ung für die Extrenn-rcrtc ,fi.ihrt ..\Uf eiae l:ranszen<lcntc 

\ 

Gleichung. Ihre Lösüng llißt sich n a ch Logar i t hmier e n als 

Schnittpunktau.fgaue einer lo r; a r ithm:i.schou Funktion mit ü :L-n e r 

Gora<len aufI'aRsen: 



Schnittpunkte 

der logarith­

mischen Funktion 

-r
1

(x) mit den zu 

Geratlcn entar­

teten Parabeln 

f2(x); f21' f22' 
-r

23 
fUr drei 

S~it.ze von. Ein­

gan.gnparam„3t ern. 

(Erklärung von 

z
2

,R,D durch 

Gleichungen 

( l16) , ( 5 J) und 

(52) s. 58) 

Bild 8 

f 1 ()<) = 1 n 

d2 
f 2(x) = ·rr 

· Z2 "' • 3 

\ 

R " 1. 

D " 1. 

F 2 t " 2 • X - • 8 t1 7 2 g 7 3 6 

l+x 
r-x (64) 

3 

(l+x) 2 - r 2(1-x) 2 l n 
r z2 (65) + r-=-z-

2 

Z2 ... 3 
Z2 " • 3 

R „ 1. 
r, .. 1. 

D • 1. 35 
0 = 1.45 

F2l• 3,G45 X - ,8472~736 
F23• 4,205 X - .B47297JG 



- 57 -

Ergibt sich ein S chnittpunkt, so ist die zu ge hörige Misch­

verteilung eingipflig, bei drei Schnittpunkten :i..Bt sie zwei­

gip:flig. 

Die weiteren Möglichkeiten sind bei G. Do e tsch l,c. besprochen~ 

Es lag nahe, diese Betrachtung auf Mischverteilungen mit unter­

schiedlichen Varianzen der Komponenten zu erweitern. Dies wurde 

von mir durchge:führt und ergab eine Schnittpunktsaufgabe zwi-

sehen o.g. logar. Kurve und einer quadratischen Parabel. 

Nachtrliglich stcllie sich heraus, daß diese Aufgabe bereits 

von ßchbodian /16/ gelBst worden ist. Er gibt ein iteratives 

Verf'ahren zur S clmi t tpunkt sbestimmung an, das in di os em Bcri cht 

nicht interessiert, da nur nach der Zahl nicht nach der Lage 

der Gipfel gefragt ist. 

Behbodian reduziert die Parameter der :Mischung, nämlich 

:Mittelwerte y
1

, y 2 , Standardabweichungen 6"
1

, c; und 

Mischungsfaktoren z
1

, z
2 

au:f drei wesentliche. 

Halber Abstand der Mittelwerte bezogen au:f dQs geometri s che 

Mittel der Standardabweichungen: 

d = 
, Verhältnis d tJr S tundnrdabwei-

chungen und Mischungsfaktoren 

(1-Zz), 22 • Seine Vo.rio.blentrnnsformation kann rnnn durch 

Ein:führen einer au:f d bezogenen Variablen noch verbe s sern. 

Dadurch ergibt sich eine noch zweckmä ßigere Darstellung der 

Schnittpunktsk urven. Die l~garithmiscl1e Kurve verändert im 
\ 

Gegensatz zu Behbodian nicht mehr :Maß s tab und Lage. Auß •..:.r dcm 

wird cli e A bl ei t ung der Endgleichung einfacher, so daß m-:rn. e:i.ne 

lückenhafte Darstellung und einen in ßehbodi.ans Glfdchun g ( t5) 

enthaltenen ft'ehler vermeiden kann. 
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6.1.1 Ableitung <ler Gleichungen :für die logarithmische 

Funktion und Parabel. 

Es sei h(x) = z
1

h
1

(x) + z
2 

h
2

( x) (46) 

mit z1 + z = 1 2 
2 1 ( x- 11 ) 

und n
1 

( x) 1 2 ~1 = i/2n ~1 
e 

(47) 

1 ( x- 'Y2 2 
) 

h
2
(x) 1 e '2" 

()2 = 
V2r/ c,'2 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei: 

6"1 ' ~ ( 118) 

Weiterhin gelte: 

= sign( -y 2 -,y1) ( 49) 

- ( ')' 1 i' 2> /2 ( 50) . )' = + 

Vtr F' = 0""2 ( 51) 
1 

d = ~ ( 'V2 - 'Y 1 ) / 2 ä' ( 52) 

\ 

r = ( 5)) 

Nun werde die Transformation eingeführt: 

mit ( 50) 

+ 
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und (52) 

Y1 
+ 

"'/2 da:: 
- -2 2 = T 

~ 
- d~ 

= 'Y -y 

-- + dO"' ½ = 'Y e 

aus (54) 

X = 
- 'if 'Y + - y e. 

und aus (55) für -')' 

X = ?( y + d) + 'Y1 €. 

X = 8'( 
E. 

y - d )+ Y2 

Die Exponenten in (47) 'l1Hrden: 

1 ~.!i 2 1 [;r -1 ( 
O"'l 

) = - '21ri2 ! ( y + 

\ 

mit (49) e, 2 = 1 und•(51), (53) 

1 
( X - 'Yl ) 2 1 ( y+d)~ ':' "Z ~ - = - 2r 

1 

1 ( ~l!-) 2 1 (y - d)2 2 = - "Z r 
2 

(55) 

oder 

(56) 

1'1] 
2 

d) + f 1 -

o-2 1 
~2 

= r 
1 

( 5 7) 
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weiter: 
1 2 

hl (X) \(x(y)) \ (y) 
1 - 2r(y+d) 1 

= = = e =-.:.91{Y) 
?V2 

, 
TI! r (j 

(58) 

1 2 

h2 {X) h2 (y) 1 - '2"r(y-d) 1 
= = e = -::. 92(Y) 

8V2Tr1r
1 

0-

Durch Einf'ühren der neuen Variablen 

z = * (60) 

wird aus (58) 

d2 
(l+z) 2 

- 2r 
1 h 1 ( z) = e 
'tr v2 ' Tt r 

2 

1 
-1/ (l-z) 2 

( 61) 
h2 (z) = e 

wv2 r(/ r' 

Führt man (61) in (46) ein, so gewinnt man eine Gleichung 

h(x) == h (x(z)) == h( z). Leitet man sie nach z ab und setzt 

d h / clz = 0, so entsteht eine Des timnnm.gsg.l'.)i chung für die 

Abszissen der Extremwerte z • Es .sei J'edoch rcstnttet an-e • b 

stelle von ze weiterhin z zu schreiben. N~ch weni~en olc-

montaren Umformungen f'indet man: 

l+z 
1 n l-:-Z (62} 
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Aus (56) und (60) gewinnt man: 

X 
(f'l d 

= --- = · (63) 

E fr 
womit man in z gewonnene Schnittpunktswerte auf x umrechnen 
kann. 
Im folgenden werden wir anstelle von z wieder x schreihen. 
Auch die Festlegung zwischen y und x (54) lassen wir fallen. 

Wir zerlegen (62) in 

worin 

= 1 l+x 
n r-x 

Schnittpunktsgleichung 

6.l.?. Oeutun~ der Gleichungen 

f ( ) = ln ' 1l+x 1 X -X (64) existiert nur für 

(64) 

( 6 5) 

-l<x<+ 1, weil für alle anderen \·/erte ein Log·ilrithmus aus 
einer negativen Zahl entstünde. 
Der Verlauf ist auf Bild 9-14 zu se hen. Die Funktion hat Pole 
bei xp 1=-l uno xp 2 = 1 und eine Nullstelle bei x

0 
~ 0 . 

Ihre Steigung beträgt 

2 

1-x 2 und ist im uesarnten Bereich -1 < x <. +l 

positiv. 

x ~ 0 ist ein Wendepunkt. w 
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[ 
2 2 2] (l+x) -r (1-x) 

ist die Gleich1in9 einer Purubr.1. 

Nach einigen Umformungen k6mmt: 

3 
c1 2 11-r 2 )( l+r 2 2 2rd 2 r 2 2 _:.._i_-,,.:-r - x + --- ) ·· ---- + 1 n 

er · 1-r 2 1-r 2 1 -z2 

Für die Parameter• 22, d , r g2lten 

0 <. Zz <. 1 

0 < r ~ 1 

0 < d 

( (i 5 ) 

( fiii) 

Der Scheitelpunkt der Parabel hat die f~oordinaten: 

X ( r) = s 
l+r 2 
:-z 1-r ( (; 7 ) 

Läßt Plan r im ßereich (66) vari ;eren, so findet r1an: 

x(1) = -o0 s . (V erfJl. Bild 13), 

die Parabel ist in eine Gerade Ubergrgangen (Fall von 
\ 

Doetsch). Vergl. ßi ld 8 

Da r > 0 gilt auch X S < -1. 

Die Parabel hat i h t· e n Scheitf.!I also s t et s 1 i n k s von 

Da L .P -r 
2 

} 
2 r > 0 für () <. c1 u nJ 0-<r<l 

i5t die Parabel nach oben geöffnet. 

·· l. 
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D.Le Scheit1~ lpunktsordinatc f 2 ( x ) • g 

wird nur für sehr kle ine z
2 

( Ante il der Kompon ente mit 

größerer Standardabwe ichung) positiv. 

Die Parab el hat mindestens einen und höchstens drei S clmi.tt­

punkte mit de.r logarithmischen Funktion im ncrei ch 

-1 < x < 1 • Einem Schnittpunkt ent spri cht ein e e ingip fl:i.gc, 

drei Schnittpunkten die zweigipflige Summenkurve. 

6.1.3 Ersatz1'unktion für f 1 ~~ 

Um die Za hl der Schnittpunkte abzuschätzen schlägt 

E.R. ßerger vor, die transzendent e Funktion (64) durch 

eine solcl1e gebrochen rationale zu ersetzen, deren Steigung 

überall größer oder gleich derjeni gen von r 1 (x) ist . /
117/ 

Wenn diese Funktion f / x) drei Schni.ttpunl<te mit der Para-

bel hn.t, cl onn hnt r
1
(x) sicher auch drei mit der Pa :cabe l, d.h., 

wenn wir eine mit Sicherheit zweigipflige Mischverteilung 

suchen, llann genügt es, eine Lösung v on r 3 (x) ::: r 2 (x) mit 

drei Wurzeln in -1 ~ x "'- 1 zu finden. 

ßergcr schli:igt nls Ersatzfunktion vor: 

f
3

(x) 2x 
= 

1-x 2 

f 1

3 (x) 2 
= 2 1-x 

l+x 2 \ 

2 ?: 1 
1-x 

also 
1 

f3 ( X) ~ f 2 (x) 

Die s ist zugleich die 

tlon 111.i t · Polen bei .. 1 

(68) 

l+x 2 
--2-
1-x 

für -l~X<l 

einfachste g obro cl1cn r,\ t ional t) i" unk­

und +1 einer NuJ.lst e lle bei ü. 



Zahl der Schnittpunkte zwischen -1 und +1 • 

Wir bringen zunächst eine Reihe von Be i spielen (Dild 9-14). 

Eingegeben wurden die Daten z 2, d und r. 

Geplottet wurden die Funktionen r 1 (x) , f 2 (x) und r 3(x) 

zwischen -1 und +1. 
In ßild 9 wurden r

2
(x) und r

3
(x) darüberhinaus int ncreich 

-2 bis +2 eingezeichnet. 
Auf die weiteren Angaben zu jedem Bild wird im folgenden ein-

ge g angen. 
Die Eingabedaten z2, rund d für Bild 9 stammen au s einer 

Simulation mit 100 Zufallszahlen, bei der die . obi g e Zerle­

g ung cntstnn<l. Für die übrigen f1eispiele wurden die Eingabe-

<lutcn geeignet gewählt. 

\ 



., 

1 
-2 _j __ -1 --► X 1 2 -------- ,rv, t----------:::::=---r-===--_;_-------+---------1-

T __ _ 

-10 

Dilcl 9 

Eingip.flige Mischung mit Bayesgrenzen 

Logarithmische li'unktion :r
1 

Gl. (611) 

Ersatzfunktion f J G.l. ( 68) und Parabel :r2 ca. ( 65) 

:r
1 

-- ln 1~ 
1-x 

f 2 siehe Rechnerausdruck. 

-
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2 
F2 • .O~&C 224~ X+ .Ul2Y07GU ~ - l,833SG,G7 

2 3 4 
F • 2,42022131 X - 2,301107fi9 X + ,0730tl7n X + ,Olfi0~13q X + 2.2858162~ 

K(-1) • 3 A • - 1 H • - .94536871 

r.c u • 2 ß • - Zl.8G78103 J • - ll.75JG13& 

/.NZlfL "' 1 C • ,33853528 T • l5.8U3H57 

~-------------

Rechnerausdruck zu Bild 9 

Erklärungen zum Rechnerausdruck 

Z2, n, D 

F 

K( -1) 

K( 1) 

ANZHL 

A,B,C 

T 

nach Gl.n ( 116 ) ' ( 5 J) ' ( 52) 

Gl. ( 6 9) 

Zahl der Zeichenwechsel bei -1 

Zahl der Zeichenwechsel bei +1 

Zahl der S chnittpunkte der .8rsatzfunktion 

mit der Parabel f
2 

zwi~chen -1 und +1 

Siehe s. 76 

f 
J 

Bestandteile der Ungleichung ( 75), A < D < C muß 

erfüllt sein! dnmit f
2 

und fJ keinen Schnitt-

punkt rechts von +1 haben, s. S. 81 • 

ca. ( 76) Diskriminante 

I ,J Bestandteile der Diskriminante nach <.ler I<'o·r1:1el 

v~n Cayley-Boole, s. s. 82. 

Wenn T>O)hnben f'
2 

und f'J vier Schnittpunkte, 

sind zusätzlich A< B < C, :.;o liegen drei cL,von 

7;1-ris.chen -1 und +1, dann i::;t d.i.c Summe beider 

Gnußkompoucnten sicher zuei[j :i.p:fl.i.g. 
2 H = ln r A~stand der Parallelen zur x Achse . An <len 

Schnittpunkten die.sor Geraden mit der P.:1rahel 

:f,, sind diP- nnycs ~~ronzen. Siehe fluch s . 8 11: Gl. (79). , .. 



gip f'li g c Mi :, chung 

mit Hrtycsgrenzen. 

3 S chni t l:.pu:1];:t e von 

.r
2 

m:Lt f'
1

, jedoch 

nur oiner mit f~ 
3 

in ( --1, +t). 

Sc1 ,ni.tLpllnkt von 

m.i.t Gerade im l\b-

l 1 2 r ·· s tonc .n r · ur 

Vcrt;l. Hechuera.us­

clruclce. 

E t'lcl Lirungen uic bei 

Bllll 9 

Z2 •• 3 

2 

G7 -

ßild 10 

2 . 3 4 
F ■ - l . 23H ij 0! X - 2.2702~463 X + 2.033603 X + .9h08g6 X • l.12~34863 

Y-(-1) ■ 2 A =- - 1 

! • - ~57908495 



Ein;(~ipflige r--ti~;chung 

mit Dnyesgrenzcn. 

ErkU-irungcn 'Z.Um 

Rechnerausdruck 

wie in Bild 9. 

Bild 11 

- 6ß -

2 
F2 • 4.212 X+ l.J44 X - l,7316115~ 

2 3 4 
F • - ,SJ43 X - 2.27024463 X • 1.6~~9 X • ,7776 X • l,4q2fi4463 
-----------------~---------------------------------------------------, 
r.(-1) - 2 

K(ll a l 

M121!L ~ l 



Z.wcir;ip ·fli .gc 

}lischung mit 

ßay·ns~~rcnzcn. 

Edcllirungcn zum 

Rechnerausdruck 

,,.ri c . in Bi 1 cl 9 • 

Bild 12 

-· 69 -

ii : l.2 ,l m • 2 L2 • • 3 

z 
F2 ~ 7.438 X• 3.4SG X - 2.21JGll~J 

2 > l1 

F • - 2.1g52 X - 2.2702~~65 X • 2.gq52 X • l.332~ X • .H,7~4~ß5 

r.( l) , 0 

A!IZ'IL = } 



Zweigipflige 

:Mischung ohne Dayes­

grenzen. 

Diagramm zum Dei­

spiel Bild 7 

J Schnittpunkte 

- 70 -

10· 

y 

l 
-1 · 

o r· 
(nrl . 

von -r
1 

und t: 2 , 

daher zweLgip~lig. 

Kein Schnittpunkt 

der Parabel mit 

Gerade im Abstand 

L- - ---· 

2 . 
ln r daher keine 

Dayesgrenze. 

Erklnrungcn zum 

Rechnerausdruck 

wie in ßild 9. 

-10-

:J • l. lG2 II " , 2GG7 l2 • ,9 

\ 
2 

rl • s.~ll3)2l2 ~ + 2 . 35133~a3 l + .seJ6i;ao1 

----------------------------------------------

Bild 13 

2 3 11 
F • - l.22577071 X - ,q428740~ X + 2,zq257071 X + l.25~20264 X - ,31132854, 

- - - ------------- .--------------------------~~----------------
A • - l 1 • 12 .ul1(;8!1Sl 

K(l) • 0 J ■ - 30.Qq13335 

MIZ!IL ~ 3 C • ,07ll28Z'l T • l24.G73Gn 

---- X 

II • • 2. 6l132G16'l 

------------~----' . . . .. 



Gerucle noch zwei­

gip:flige Hischung 

mit ßnyesgrenzen. 

Drei Sclmi ttpunkto 

von. :f 2 mit :f 1 
( X 

1 
~ - 1 t X .-, ~ -0 t 6 t 

S Sw 

X J~ +1) • s 
Ntt.r ein Schnittpunkt 

von f und f in 
2 J 

(-1,1). 

Erkltirungen zum 

Rechnerausdruck 

wie in Bild 9. 

- 71 -

lZ" .n it • .o~ !) • 4. 

Bild tl.1: 

Fl ~ l73,Zl7777 X+ tS.iG3Uö83 X + 63,3273~~1 

-----------------------------------~-----------
\ 2 3 '1 

F ■ • 31,3??2 X· .86066816 X + 32.2592 X + 15,87C~ X - 1S,009731S 

~----------------- · ------------------------------------------------------
K(·ll • 2 .A • • l 

K(ll • l 

_AllZIIL • 1 C ~ .0081 

H ■ - ,.8158?121 



Zweigipfl.ige 

Mischung zweier 

Komponenten 

gleicher Varianz 

mit einer Bnyes­

grenze 

(Fall von 

Doetsch). 

- 72 -

20 

y 

t 
o-

-20 

Bild 15 

Bestimmung der Schnittpunkts.inzahl mit dor 

Sturm'schen Kette: 

Das Verfahren der Sturm'schen Kette wird im Anhang behandelt, 

da es nuch,zur Optimierung der Lösung der Pearsongl. (21) 

benötigt wird. 

Hier sei nur soviel gesagt: 

Ausgebend von einem Polynom :f(x) und dessen Ableitung f'(x) 

gewinnt man nach einem Euklidischem Teilverfahren Hcste 

R.(x) (die j_m Gegensatz zu diesem negativ anzusetzen sind 
1 

/17/ s. 155). 
Die Folge d~r Funktionen f'(x) , · f.' (x), H_

1
(x) ••• n = const. 

n 
heißt die Sturm'scho Kette. 

' ! 
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Die Zahl der Wurzeln von f(x) zwischen zwei Grenzen ist 

dann gleich der Differenz der Zahl der Zeichenwechsel, die 

diese Kette an beiden Grenzen hat. 

Die Grenzen selbst dürfen keine Wurzeln sein. Die Zahl der 

Wurzeln wird ohne Rücksicht auf deren Hultiplizitüt bestimmt, 

d.h. Mehrfach1rurzeln rechnen als eine. 

f(x) ist im allgmeinen ein Polynom. In der Literatur /18/ 

wird jedoch auch eine trans~endente Funktion in der Form 

einer Potcnzreihe'mit einem modifizierten Sturm•schen Ver­

.fahren behandelt. Man bricht die Kette in diesem Fall ab, 

wenn man ein n (x) gefunden hat, das im betrachteten Inter-
m 

vall sein Zeichen nicht ändert. Im vorliegenden Fall gelang 

das nicht, es wird mit der Ersatzfunktion f / x) gearbeitet. 

also 

2x 
0 

werrle mit 
2 . 

(1-x) (2r) multipliziert: 

y(x) 

Diese Fw1kiion ist vom vierten Grad und hat wegen der 

Pol-NuJ.J.stellenauf'hebung bei+ 1 keine Wurzeln bei 

4rx 

+ 1 -
Daher kann das Ver.fahren der Sturm' sehen Kett<~ 1/.Wischen 

-1 und + 1 angewandt wordon. + 1' können nher auch keine 

Schnitts:tellen von f
2 

mit r
1 

sein, ,.,).c die gcomotrischo 

Anschnuung zeigt. 

(Vergl. dnzu nuch G. Dootsch /2/ S. J1J vorl. Textzeile 

und Bohboclian / 16/ S. tJ:1 vorl. Zeile) 



y(x) bat also dort und nur dort Nullstellen, wo 

f
3
(x) - f

2
(x) = O, wo also die Schnittstellen von f 3 und 

f 2 liegen. 

Wir sdchen jetzt die Nullstellen von 

y(x) 
4 a x 3 2 

= a/!X + + a
2

x + a
1

x + a 
3 0 

mit den Koeffizienten: 

2 2 
a4 = d ( 1-r ) 

2 2 
a3 = 2d (i+r) 

r 3z 
2r ln 2 

a2 = 1-z2 

( 70) 

2 2 
a1 = 4r-2d (i+r )=4r-a 

3 

2 2 
r 3z 2 

a = -d (1-r )-2r ln = -all -a 
0 1-z2 2 

zwischen den Grenzen -1 und +1 • 

Die Polynome der Sturm 1 schen Kette werden automatisch 

erstellt: 

3 4 2 
Y( l) • M + X \ A, + X 1\4 + Al X + A2 , X 
-------------------------------------------

2 3 
Y(Zl •Al+ 3 X A3 + 4 X A4 + 2 A2 X 

YO) • 2 .\2 XY,A3 + Al V,,\3 + 3 ./ fiA/ - 12 ,\l X,.( - lG AO ,\?' - 8 A2 x2 A( 

- ---------------------------------------~. -------------·----------~---------



y( 1) 

y(2} 

y( J) 

= 
= 
= 

75 -

f( x) 

:fl (X} 

-H
1 

( x) usw. 

}Jan erkennt, daß sich y( J) noch durch al1 dividieren läßt, 

was erlnubt ist, da wegen (70) a4 nur positiv sein kann -

eine Tatsache, die das allgemeine Programm zur Erstellung 

der Kette nicht berücksichtigen kann. 

Nach Division von Y{J) , Y(4), Y(5) durch Potenzen von a4 

und Zahlenfaktoren kommt 

2 2 Z 
Y(3J • • 12 Al X A• - 15 AO A' • a A2 X A• • 2 A2 A3 X• Al A3 •) A3 X 

2 ) 2 2 2 2 
Y(,) • 28 Al A? A3 ! A• • 1% AO Al X a, • 3 A2 ! A, • 32 AO A2 Al A• • J Al A3 A\ - \ Al A2 A\ + 2 Al AJ X 

J 2 2 2 2 2 J 
• ~ A! A3 ! • l2 AO AZ X A4 • )S Al X A• • \! AO Al A\ • Al A2 A3 • 9 AO A) · 

2 ' ' ' • ) s z s 2 
YC5J . - H Al A2 A3 A\ . ll5 M A2 A3 A\ . ,s, Al AZ AJ A\ - 15~~ AO Al A2 A3 M ♦ 2592 AO AZ AJ 

s 

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------2 5 2 ' 2 2 5 2 2 ) 2 ) 2 ' M - H AO Al AJ ,,., . 2SG A! AZ AJ A\ - 102\ "° A2 A) M - 1120 Al ,\2 "' M ♦ 49H AO Al A2 

J 2 2 4 2 2 4 2 , \ 2 2 S 2 
AJ A• • 1st, AO Al A2 A) A• • 11,z AO A2 Al ., - 2,, Al ,\) A, • 1722 AO Al Al A% • 11S2 

l J J , J \ 2 J 2 2 2 J 2 J 
Al A2 Al A• • 5120 AO Al A2 AJ A• • 12~6 Al A2 A) A• • 7215 AO Al A2 AJ A, • 15350 AO A2 Al 

) 2 l \ 3 2 S ·) 6 J 2 2 
A• • qz15 AO Al Al Al •• • 2,0, AD Al A• - 25& Al A2 a, • 1~2• AO A2 "' - 12228 AC Al A2 

···-··-·-------·--·----------·--------------------------------r--------------------------------------·----------·-----· \ J 2 . \ • 2 4 · 2 J \ 2 4 • ) 
AJ A• - 12283 AO A2 Al A\ • 172S Al A2 a, • 12!G AO Al ft2 A4 - 3112 AO A? a, • lGJt• AO A2 

2 5 : 2 S J 5 7 3 7 8 
A~ • 9 At A2 A3 - 35 AO A~ · Al • lR? AO Al A2 Al - 3~ Al Al - 2,3 AO Al 

( 72) 

\ 

Eine weitere Vercin:fachung ließe sich erzielen, indem man 

und aJ ... nO neu definiert. Die entstehen-

den Formeln entsprechen (71) und (72) mit.n4=1. 

Sie bleiben kompliziert genug,um eine andere Lösungsmög­

lichkeit ins Auge zu :fas3en. 

1 

1 
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Für das Beispiel in Bild 9 wurden die Zahlenwerte :für 

z2 , rund d eingesetzt und die Funktionswerte Y(i) 

an den Grenzen -1 und +1 ~crechnet. 

2 3 IJ 
Y(ll • 2.42J22139 X - l.71263299 X • .073J3176 X + ,01G09l]J X ~ l,63GS,16 

--------------------------------------------------------------------------------
\/(-1) • - 2,41330316 
·---------------------

2 3 
Y(2) • - 3.4252~5~~ X• .21~2452~ X + ,0643G558 X • 2.42022139 

W(-1) • 6.0003G701 

l'/Cl) • - , 121:1B72 

2 
'(0) • - .011~4317 X + .00H0Sl13 X - .OOJ.1325 

~(-1) • .01117116 

W(l) • - ,01112513 

\1(-1) • - .7!.007975E-011 

Y(S) • ,1135G53r.-lO 

W(-1) • ,ll35GS3E-l0 

;/( 1) D , US%53c-l0 

An der Grenze -1 ergibt sich die Vorzeichenfolge (Vorzeichen 

von w(-1) ,unb.er Y(1) ••• Y(5) ) - + + - + = J Zeiche:hwechsol. 

An der Grenze +i kommt+ - - - + = 2 Zeichenwechsel. 

Zwischen -t und +1 geht ein Zeichernrechsel verloren. Daher 

hat das Pl)J.ynom (69) eine Nullstelle zwischen -1 und +1 

ent sprech<~nd einem S chn:i. t tpunkt in · Bild 9 zwischen f' 
2 

und 

fJ. 
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Mit den im Anhang mitgeteilten Fordecalrout.i.nen wurde 

für alle Beispiele in den Bildern 9 bis 14 die Sturm'sche 

Kette gebildet und die Zahl <ler Zeichenwechsel bestimmt. 

Die Ergebnisse bestätigen die Anschauung in den ßildcrn 

9-1 11. 

Die Restpolynome der SturmLschen Kette sind schon beim 

Grad 4 des Ausgangspol~1oms y(x) recht umfangreich. 

F'i.ir die Pearsongl. 9ton Grades werden .sie völlig unüber­

sichtlich,abgeschen davon, daß der Rechenaufwand viel zu 

hoch wird. 

Hier wurde tmtcr Preisgabe einer gewissen Allgemeinheit 

ein anderer \-leg der numerischen Berechnung gefunden. 

Auch im vorliegenden Fall ist es :fraglicl1 1 ob -der Rechen­

aüfwancl, nämlich die Koeffizienten alJ: ••• aO, die Polynom­

werte Y(1) ••• Y(5) an den Grenzen -1 und +1 und dann 

die Differenz der Zeichenwechsel zu berechnen, gerecht­

fertigt ist. 

Aufgrund der geometrischen Anschauung ,rurde eine erheblich 

einfachere Methode gefunden. 
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Einfache ßestimmung der Sclmi ttpunkts„mzahl 

zwischen Ersntz:funktion und Parabel. 

Bedingungen für die Zwcigipfligkcit. 

ßehbodian / 16/ S. 139 fi.i.hr t aus, dnß mnn anhand cter geo­

metrischen Anschauung notwendige und hinreichende ßcding­

ungen für die Eingipfligkcit beklime, nur sei das Ergebnis 

recht kompliziert. Er teilt es jedoch leider weder mit, 

noch gibt er eine Literaturstelle an. 

Er leitet eine hjnreichendc ßedingung für die Eingi~flig­

kei t her G 1. ( 27) von der er bclwupt et, sie sei schärfer 

als die Eisenberges. /19/ Gl.(4). 

Wir sind an einer zumindest hinreichenden Bedingung für 

die Zwcigipfligkeit interessiert. Aus der Negation einer 

hinreichenden Bedingung für die Eingipfligkeit folgt nur 

eine notwendige Ueilingung für die Zw~igipfligkeit. 

Wir wollen auf Eisenberges und Dehuodians Ungl'n trotz­

dem kurz c:i.ngchen, um :ii:u zeigen, daß ßehhoc.linns Behaup­

tung, seine Ungl. sei schii.rfer als d.i.o Eisenher,~ers, für 

alle Werte von O<r<fil/u~o,829, nlso :fUr den größtonTeil­

bereich von 0<r~1 falsch ist. 

Eisenherges hinreichende ßedlngung für die Ein2;ipfligkeit 

lautet: 
2 2 

2 ? 7 6„1 <5" 2 
- ) <.----·---

'}' 1 L1 ( o 1 2 + (5' 2 2 ) / 1 9 / G 1 • ( 11 ) 

Worin y 1 , y
2 

die Mittelwerte und die Vari-

anzen der Komponenten sind. 

Hit (52) 

und ( 5 J) r 
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wird Eiscnbe~ges Ungl. zu. 

2 d <r 
1 + r'"' 

Behbodians Ungl. lautet: 

d 2 „ 
~ r /16/ Gl. (26) 

Der Faktor 27 . 1 2 ist :für r=1 kleiner, TI 1 + r 

für r vIT gleich und :fi.ir r 0 größer als 1 ' also = --z1- = 

l.. s t ~u·· r· 0 < r <Vftl E . b U 1 . 1 l .. f ~ ~ •isen crgers ng c1c1ung sc1ur er 

als die ßehbodians. 

Wir leiten zunächst eine eigene notwendige ßedingung :für 

die Zwcigip:fligkeit ab, die mithilfe der Ersatz€unk-

tion :r
3

(x) zu einer hinrcichehden Bedingung verschärft 

wird. Diese Bedingung leistet das gleiche, wie das Ver-· 

fahren der Sturm'schen Kette im Zusammenhang mit der Er­

satzfunktion, ist jedoch wesentlich ein(achcr: 

Der Gedanke ist, die Diskriminante der Gleichung (69) 

dazu heranzuziehen zu e:r:itscheidcn, oh die Funktionen 
\ 

f
2 

und .r
3 

einen oder drei Schnittpunkte in -1-<.x-<.+1 

haben. 

Wir betrachten in Dild 9 den Verlauf von ~
3
(x). Die Parnbel 

r
2

(x) i,t,t nach olHJn geöffnet und hat, ihren Scheitelwert 

links von -1, wie bereits diskutiert. Sie hat also stets 

einen Schn.ittpunkl: mit r
3 

links von -t. (Ausgenommen i8t 

der Fall r=: 1 in dem si c z.ur Geraden entartet, in diesem 

Fall or~~ebm1 sich jo<loch oin bi.s drei Schnittpunkte von 

1.
2 

und r
3 

im lntervnll -1-< x ·<+'1). Ein bis drni Schnltt­

pünkte können :im Intervall -1<x<+1 entstehen, schließ­

lich können rechts von +1 weitere 2 Sclmittpunkte oder 
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ein Berührungspunkt lie~:,;en. (Siehe z.B. Bild 9). FUr 

hat Gl. (9) also mindestens zwei reelle Wurzeln. 

Über die Diskriminante schreibt DBrrie /20/ S. 70 

"ßei positiver Diskriminante sind clie Wurzeln der biqua­
dratischen Gleichung alle reoll oder alle komplex, je. 
nachdem die Hcsolvent.enkoef.fiz.i.enten E und F beide 
positiv sind oder ni~ht. 

Bei verschwindender Diskriminante sind 
nur zwei Wurzeln reell, je nachdem E 
positiv sind oder nicht. 
Dei negativer Diskriminante sind zwei 
beiden andern konjugiert lcomplex. 11 

alle vier oder 
und F' beide 

Wurzeln reell, die 

Aus der Tatsuche der stets vorhandenen zwei reellen Wur­

zeln folgt, daß die Resolventcnkoeffizienten E und F 

nicht betrachtet zu werden brauchen. 

Ist die Diskriminante negativ, so hat :r
2 

nur zwei Schnitt­

punkte mit r
3 

und davon nur einen in -1<x<+1 und einen 

in ~o0<x < -1, ist sie jedoch positiv, so hat :r
2 

vier 

Schnittpunkte mit fJ und zwar ,einen in -~4~ < -1 und 

entweder einen in -1 < x < +1 uncl zwei in 1 < x<oo (Bil~l 9) 

oder drei in -1 < x < +1 uncl keinen in 1 < x< O(') ( Uild :l2). 

(Von Berührungspunkten sei abgesohcn, sie bringen kf):i.ne 

prinzipiellen Schwierigkeiten) 

\•lenn aber\ dr.ci Schnittpunkte zwischen r
2 

und r
3 

und <ln­

mit notwendig auch clrci zwischen r
2 

und f'.1 in -1 < x <: +1 

liegen sollen, so muß notwendig die Parabel f
2

,eine Null­

stelle in diesem Intervall huben. 

So kommen wir zur notwcndi.ir,cn ßed i .:1g;u11g fiir <lie Z1u.dgipf-

ligkcit: 

Die Wurzeln von r
2

(x) .sind 
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l+r
2 

+ (l+r
2
) 

2 
( 2r -- (-) l-r2 - 1 + --- ln 

l-r 2 d2(1-r~ 

Die gr~ßerc Wuriel x
1 

liegt im Intervall 

l+r 2 

l-r 2 -1 < + ~ 

Da alle Zahlen p~sitiv 

und daraus schließlich: 

3 
r r z2 

-1<:-:-r ln l-z 
2d 2 

l+r 2 

l-r 2 +l 

sind, lcommt 

< 4 

(75) 

als notwendige Dedingung .für die Z1·rcigipflip;kci t. 

Hinreichend :i.st, <laß zusiitzlich cl.i.e Diskriminante 

positiv ist 

{ 7 4) 
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Die Diskriminante wird nnch der Formel von Caylcy-Iloole 

/20/ S. 67 berechnet: 

mit 

i = 
2 

worin a 
0 

sind. 

T 1 J ~ 

= ( lJ:i - j "') 27 

+ 12a1 a 
} 0 

und 

die Koeffizienten . (70) der Gleichung (69) 

Um aur Zwcigipfligkeit zu entscheiden, werden die Beding­

ungen (75) und (76) nacheinnnder angewendet. 

In den Ileispiclen ßild 9 - 14 sind verschiedene Fülle 

mit den zugehörigen Ungleichungen unrl Diskriminanten dar­

gestellt. Es sind auch be,rußt zwei Fülle konstruiert worden, 

in denen die hinreichende Dedingung nicht erfüllt ist und 

die Mischung trotzdem zweigipfiig ist. In der Praxis tritt 

ein solcher Fall selten a:uf
1 

und ihn bei der .Suche nach z,1oi­

gip1ligen Lösungen zu ver~erfcn, stellt keine lleeintrHchti­

gung des Verfahrens dar. 

6.2. E»istcnz der Dayesgrenze 

Die nach llnyes benannte Stolle gleicher Dichte beider Kom­

ponenten ist als weitere Nebenbedingung von Intercsae. 

Uil<l 8 zeigt einen Fall, in dem keine Daye~grcnze exis­

tiert. 

Wenn sie existieren soll, muß gelten: 

( '17) 
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Mit den Gleichungen (61) erhält mnn 

2 
d2 

(l+z) 2 d r 2 - - 2-(1-z) 
zl - 2r 

. e = z 2 \{r1 e 
'[r 

ln 
zl d 2 

[(1+z) 2 r2 (l-z) 2] = 2r -z2r 

= 0 ( 7 8) 

Setzt man in (78) wieder x anstelle von z und schreibt 

für die linke Seite w(x), dann ist w(x) eine Paral,cl, d:i.e 

sich von derjenigen f
2

(x) Gl. (65) nur um das additive 

Glied ln r 2 unterscheidet~ 

2 
r = 

Da r ~1 liegt w(x) im nll~;emeincn oberhalb von f
2
(x). 

Man kann in ßild 9 bis 12 eine P,:n:allele zur x-Achse im 

Ab.stand. j1nr
2 1 \tntcrha lh der x-Achse ,ziehen. Ihre Schnitt­

punkte mit r
2 

geben cli e Lage dor llnyc_sgrenzcn an. In der 

Diskussion knnn man der Dinku~;:3ion von -r
2 

f"olgcn. 



Insbesondere ist bei r='l stets ein Schnittpunkt der 

Geraden f 2 und w mit <lcr x-Achse vorhanden. Der Wert der 

Scheitelpunktsabszisse x
5 

von f
2 

gilt auch für wund be­

zeichnet die Abszisse dc:s ·Berührungspunktes beider Kompo­

nenten, zu der symmetrisch die Nullstellen von w(x) lie­

gen, fnlls sie vorhanden sind, falls also eine Dayesgrenzc 

exstiert. 

I•'ür r < 1 gewinnt man die ßeclingung für die ßayosgrcnzc 

also aus dem zur Diskriminante von ( 7l1) analogen Ausdruck: 

( 
l+r2) 2 

l-r 2 

nach Umformen: 

l-r 2 
2r -

d2 

[ 
2r rz2 ] ! 

1 + 2 . 2, • ln r-z > O 
. d (1-r) 2 2 

rz 2 -ln.---=- > 0 1-Z 2 
( 7 9) 
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7. Du~chführung des Approximationsver.fahrens. 

7 ■ 1 Beschreibung des vorhandenen Programms. 

Der Ablauf des Zerlegungsver.fahrens geht im wesentlichen 

aus dem Blockdiagramm 1 hervor. 

Nicht eingezeichnet ist die Möglichkeit, empirisch gemessene 

und durch Häufigkeiten in. Klassen beschriebene Wahrschein­

lichkeitsdichten zu approximieren. 

Dem Programm werden zunächst die Parameter zur Steuerung 

des Reclmungsablaufes eingegeben. Dazu gehören: Signi:fikanz­

niveaus für die Abweichung der Form.faktoren vom Typ der 

Normalverteilung, kleinster zulässiger Mischungs:faktor, 

Zusatzhedingungen,wie Existenz der Bayesgrenzen oder Zwei­

gip:fligkeit. Dann wird die Länge der zu bearbeitenden 

DatenblHcke vorgegeben. 

Nach dem Einlesen eines Datenblockes und Berechnen der 

empirischen Momente werden au:feinander:folgend Zerlegung, 

z·usammenlegung, weiteres Zerlegen usw. durchge:führt, wie auf 

S. 3 und 4 beschrieben. Diese Funktionen werden gesteuert 

durch einen Test au:f Normalität, dessen Signi:fikanzniveau vor­

her eingegeben wurde (typisch: ~ = 10%). 

Weiterhin ist die Unterdrückung kleiner Komponenten ub 

einer beliebig vorgebbnrcn Schranke S vorgesehen. Wenn 

nach Zerlegen eine ~omponente den Anteil (~lischungsfak­

tor) < S hat, wird die zugehörige Zerlcgun.!_-; rückgängig ge­

macht. Kornponen~ten < 2 ·S werden von vornherein von der Zer­

legung ausgeschlossen, da nach Zerlegung mindestens eine 

Komponente <'S entstünde. (Typischer Wert ·:rur S = 1%) 

Eine weitere Wahlmöglichkeit des Programmes s:Leht Neben­

bedingungen vor, .die 2usi:i tzlich zur Zerl egbnrkei t gc:for­

dcrt werden könrten: Existenz einer z,veigi~1fligen Summen­

kurve aus zwei benachbarten Komponenten, · Exi s tonz von 

Bnyesgrcnzen. \venn die Nohenbcdin~~nnr;cn r;estcllt sind, 

wird eine Zerlegung rück~~,n~ig .s;cmacht, fnlls sie nicht 

er rül 1 t sind, bzw. ein Zusa.nunenl e [~ cn vorr;cnonimen, o.bgl ci eh 

die Formfaktoren dagegen sprechen. 



Eingabe der Parameter zur Steuerung 
des Rechnungsablaufes 
( Untere Grenze für den Mischungs­
faktor, Irrtumswahrscheinlichkeit 
für den Formfaktor. 
Zusatzbedingung: Existenz der 
Bayesgrenze oder Zweigipfligkeit, 
Blocklängen) 

Verarbeitg. von 
Meßdaten nein 

Einlesen eines Blockes von Daten 
oder Zufallszahlen, 
Aufteilung auf die vorhandenen 
Klassen, 
Berechnung der Potenzsummen in 
jeder Klasse. 

Berechnung der empirischen biasfreien 
zentralen Momente 

Eingabe der Werte für die 
Simulation (Parameter für 
die Erzeugung einer Misch­
verteilµng, Anzahl der Zu­
fallszahlen, Blocklängen, 
Anfangszufallszahl) 

Erzeugung der Zufallszahlen 
nach den eingegebenen Para­
metern und den vorgeschrie­
benen Blocklän en. 

erechnung der theo­
retischen zentralen 

omente aus den Si­
mulationsparametern, 
ggf. direkte Eingabe 
von Momenten 

b 

letzten Durchlauf durch 
neue Klassen gebildet? 

nein 

Zusammenlegen Zerlegen 
nein Ging dem Durchlauf ein solcher 

unmittelbar voran, in dem ein 
Zerle sversuch emacht wurde? 

Läßt sich eine lasse gemäß nein 
den Steuer en ? 

Bestimmung der Gleichung nach Pearso 
und Berechnung der Wurzeln ( Sonder­
lösun im S etriefall) · 

-------------------nein in Komponenten möglich?>---< 

Bestimmung der Komponenten und Prüfung 
auf Ba es renze und Zwe~gipfligkeit 

Genügen die entstandenen Komponenten 
den Zusatzbedin en falls estell t? 

Abspeichern der Komponenten als 
Repräsentanten der neuen Klassen 

nein 
-----<Alle Klassen abgearbeitet? 

nein 

Addition zweier aufeinanderfolgende 
Sätze der Potenzsummen und daraus 
Berechnung der biasfreien zentralen 
Momente 

Lassen sich die Klassen gema den 
Steuer arametern zusammenle en? 

Abspeichern des Momentensatzes als 
Renräsentation der neuen Klasse 

nein 
Alle ? 

Sortieren der vorhandenen Klassen 
nach ihrem Mittelwert 

Grafische Ausgabe möglich ___ _, 

C 

gleicher 
Block 



Im ]'rogramm sind zahlreiche Möglichkeiten zur Simulation 

vorgesehen. Es können anstelle di:!r Daten a) Zufallszahlen 

nach eingegebenen Parc::metern erzeugt werden oder b) die 

th(wretischen zentJ~alen Momente der Mischung direkt aus 

diesen Parametern berechnet werden. 

Es können Mischungen aus einer beliebigen Anzahl von Kompo­

nenten von Gleich-, Dreiecks- od~r Normalverteilung erzeugt 

werden. Eine Mischverteilung kann Komponenten aller drei 

Typen enthalten. 

Wurden keine Zufallszahlen erzeugt, also die theoretischen 

zentralen Momente berechnet, dann kann natürlich nur einmal 

in zwei Korn ponenten zerlegt werden. Diese Version des 

Programms diente mehr grundsätzlichen Untersuchungen der 

Zerlegbarkeit. 

Im Pro:~ramm kann ein stntionürer Prozeß simuliert 1re.rdcn, 

indem f'ortlauf.'cntl Psoudo2ufallszo.l1lcn nach dem vorgegebenen 

Gesetz geulldet un<l blockweise verarbeitet ~-rerden. 

Die Zahl der benötigten i11c,ckc richtet sich na.ch clem Verlau.f 

des Zerlegens un.<l Zusummcnlcgcns. Dei der Siwulntion des 

stationi::i.ren Proz;esses 1·rirc.l vor 'jedem Zerlegen und Zu :-;rn1111rnn­

lcgen oin neuer Datenblock eingelesen. Deim i;1chrfachcn Vcr­

arbei ten cles r;lcichcn Dlnckes 1·lird dieser zu Beginn und nachher 

nur dann erneut cin~eler.;m1, wenn ·;,-,crlcg t 1·iu.n.lo und r1adurch 

neue Klassen cnt!Jtanclen. Nnch ein e m Zi_1f,ttl!H?1enln~~;:11. bcnc,chbar­

tcr Komponenten ist ein erneutes l•:i.nlüscn UhcrfJ.Ussi~, _dn 

sich die Momente der au.s clcm Zu ,; ,1r:::Hnnlc g en hcrvorgegnn.~;cmon 

Komponente d~rch Addition d~rjcni g cn der Ausgnngskomponentcn 

ergeben. 

Hnn kc5nntc dic.•.;e S tcucrung auch f1it· die .fortl.unfcndc Vcr­

arbcitunr~ von lHöckcn neuer Zu f nl.t :,z;).:üen vnr,lcncle.n, da 

nicht zu sehen ist, Hclcl1cn VortcU. die Ve:nvcnduni e:i.ne!:l 

neuen 13.1.ock·c f; n::1ch rlo 1u· 1/,n .s a :11mP.n .L i?Ji n hat ·. 
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Wenn ein Zerlegungsversuch errolglos war, ist das Verfahren 

an seinem Ende angelangt. 

Dies folgt daraus, daß sich ZE?rlegungs- und Zusammenlegungs­

versuche abwechseln. Gelingt bereits der erste Zerlegungs­

versuch nicht, so versteht si~h von selbst, d~ß das Verfah­

ren nicht weitergeführt werden kann. Mißlingt ein späterer 

Zerlegungsversucb, dann ist ihm ein Versuch zusammenzulegen 

vorangegangen. Hierbei sind bereits alle Möglichkeiten des 

Zusammenlegens benachbarter Komponenten abgeprüft worden. 

Ein dann auf' den erf"olglosen Zerlegungsversuch f'olgender 

Versuch zusammenzulegen würde keine neuen Gesichtspunkte er­

bringen. 

Man. kann dieses Abbruchkriterium natürlich außer Kraf't set­

zen, wenn man einen lan~~sam veränderlichen Prozeß beobachtet. 

Die Frage nach der optimalen Länge der Blöcke ist offen ge­

blieben. Sicherlich benötigt man am Anfang kürzere Blöcke 

(typisch 100 - 200 Zufallszahlen) wlihrend am Schluß des Vcr­

f'ahrens zur Steigerung der Genauigkeit längere DlHcke 

(500 - 2000 Zufallszahlen) angebracht sind. Es wurde daher 

vorgesehen, die Dlockllinge durch manuellen Eir1griff variabel 

zu gestalten. Da im Einz.elfnll nicht fest steht, wieviel 

Schritte das Ver:fahren benötigt,. um zum Ende zu golanr;en, 

konnte d:i.e Wahl der variablen Dlockli:tnge bisher nicht auto­

matisch errolgen. 

Anhand eines Beispiels wird ge~eigt worden, wesh3lb ubgcsehc11 

vorn geringeren Au:f,um<l kurze Blöcke nm An:fnng gi..ins t i.'.:ser sinrl 

Die Op erat ioncn während de.s Z erl e~;;e:ns bzw. Ztu;amr:HHÜ egm1s 
\ 

sind aus dem Dlo clccii"agramm 1 abznlo:-; r;n. Einzelhci t on sind 

in den enb„prechcnden Abschnitten dieses Berichtes beschrie­

ben. 
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Zum Zerlegen sei noch bemerkt: 

Bei der Lösung der Pea.rsonglcichung neunten G rn.cles wurde 

mit der Stur1n 1 schen Ke~te bestimmt,ob Wurzeln zwischen 

- p
2 

und o · liegen. Die Gleichung neunten Grades wurde mit­

h~lfe eines im reellen arbeitenden Newton-Raphson-Verfahrens 

gelöst. Dns eigens für diese Aufgabe geschriebene Programm 

(Werkauftrag Selim) vermeidet zahlreiche FehlermHgli~hkeiten 

(Klifigbildung, warigerechte Tangente, etc.) und war bei glei­

cher GeauiI;keit in zahlreichen Versuchen 2-J mal so schnell 

wie die komplexe Newton-Raphson-Hethodo aus dem IDM-Scientific 

Subroutine Pacage ( SSP). In einem Fall wurde sogar ein Ver­

hältnis der Rechenzeiten von 1:50 gemessen. Die reelle Routine 

neigt zu Fehlern bei Doppelwurzeln oder bei im Vergleich zur 

Intervallänge (- p
2

,o) sehr dicht beieinander liegenden Wur­

zeln. Der Fehler besteht im Übersehen der Wurzeln. Durch 

Vergleich der ermittelten mit der nach dem Sturm'nchen Ver­

fahren vorausgesagten Anzahl der Nullstellen werden die 

Fel1ler entdeckt. Automatisch wird dann die langsamere, im 

Fall der Doppelwurzeln zuverlässigere IBN-Routine aufge­

rufen. 

Die IBM-Routine versagt u.U. jedoch auch, allerdings uur<lc 

beim Testen nur ein Fall beobachtet, in welchem die reelle 

Routine dann das richtige Ergebnis lieferte. Das Vorsagen 

von Wurzelroutinen in speziellen Fällen ist nichts Ungewöhn­

liches. Deshalb enthält das IDM-SSP verschiedene Verfahren 

(Graef'f'e, Bairstow, Nassita etc.). Drei wurden erprobt. · 

Durch die dJrchgefilhrte Hintergrundschaltung von zwei Rou­

tinen crhHl t man eine hohe Zuverl ässiglrni t der Wurzel be­

stimmung. 

Zum Zusammenlegen ist zu Sf.\gcn, daß dic,goordncten Kompo­

nenten von 1inks nach re_chts, d.h. in at~fsteigenchü:· Heihcm-

1.'olr;c der i'!ittelworb?, nur Zusan1111enlogcn geprilft \·rnrclen und 

z,rar, fnl lr; keine N cb cnhcclingun[~en bestehen 1 au:Cgruncl des 

S:i.~~nif'iknn,;;testcs I sonst nnch der gc 1.-:füllte11 Nebenbcdingun~~. 
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Sind zwei Komponenten zusn11m1cnge.lc(:,;I: worden, so wird die 

neu entstandene Komponente mit ihrer jetzigen Nnchbarkom­

poncnte auf' Zu summen.legen geprü:ft. Auf dio:-;e Weise kann es 

geschehen, daß erst z.B. Komponente 2 u. J und die jetzt als 

2 bezeichnete Surnmenkomponente mit der als J bezeichneten 

Komponente 4 vereinigt wird. 

(Rechnerausdruck: Zusammenlegen von 2 u. J 
Zusnmmcnl cgen von 2 u. J ) 

Es wäre auch mHglich, die Komponenten in absteigender 

Reihonf.'olge der }litt el ·,·rnrt c ocler in mehreren Du:rchlüu:fen 

auf' Zusammenlegen zu pri.i:fen •. Obwohl theoretisch dabei an­

dere Ergebnisse entstehen k6nnten, werden nur solche Klussen 

zusammengelegt, die nach dem Entscheidunp;skriterium äquiva­

lent sind. Im nllgemcinen dürften die verschiedenen }fr.iglich­

keiten des Durchprüfens zum gleichen b~rgebnis führen • . 

Dieser Frage wurde nicht 1·1ei t er nachgegangen. Das .~cunhJ. ·te 

Verfahren zeigt zufriedenstellende Resultate. 

7.2 Noch nicht verwirklichte 'Möglichkeiten zur Verbesserung 

7.2.1 Beschleunigung des Progrnmms. 

2 
-x · Im Pror;ratmi1 wird hüut'iz die Funktion e 

sie durch Ausdrücke der Form 1 
benötigt. Versuche, 

zu ersetzen, 
\ 

brachten keine · rnerkliche Zei terspa.rnis. W'ürdc :Mnl jedoch 
-::c2 

eine Wertctnbelle 10 000 e mit 500 bis ~000 Werten 

nls ganze 
'"<:"" 

Znhlcn speichern und nllc mit c-• 2usammcn-

hän~_,;cnclen Rechnungen im Into[;er-Dercic~, g.:m~1/.ah.lig durch­

.führen, so wiirde mnn m1 der CAE c.n. ein Zeitt~cwinn 1: 20 

crhal t en. · 

(Fixpoint i\cldition 3.5 ps 
i'•lul tipliknt:i.on 7 ,us 

Flontingpoint Addition. 92 ps 

Hultiplik,,tiont47 ps ) 
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2) Nach dem Zerlegen einer Komponente und neuem Einlesen 

eines Blockes von Zufallszahlsn worden die Momente neu 

berechnet. Hat man die gleichen Zufallszahlen und nur eine 

Ausgangskomponente, so genügt es 1nach dem Zerlegen einen 

Nomentensatz zu bilden. Den zweiten gewinnt man durch Diffe­

renzbildung des neuen mit dem alten Momentensatz, 

J) Das Progra~n kHnnte in Assemblersprache geschrieben werden. 

Optimierung 

Es kHnnten Kriterien zur Steuerung der Blocklänge und des 

Signifikanzniveaus entwickelt werden. Das Signifikanzniveau 

o<. bestimmt, wie groß die Neigung des Verfahrens zum Zer­

legen, bzw. Zusammenlegen ist. Bei kleinem~ sind die 

Schranken, die der Formfal<.tor Uberschrei ten muß, ehe auf 

Zerlegen entschieden wird, weit. Umgekehrt wird ~ei zu 

großem 0(. nicht mehr zusammengelegt. Meist wurde ot. = 10% 

gewählt. Dieser empirisch ermittelte Wert liefert Zerle­

gungen und Zusammenlegungen. Es wäre nun sicher sinnvoll, 

zu Beginn des Verfahrens c<. > '10% und ,-renn kleine Kompo-

ncmten auftreten o<. < 10~~ zu machen. Dadurch würde die Nei­

gung des Verfahrens, sehr kleine Komponenten weiter zu zer­

legen gemindert und die Neigung, sie mit anderen zu vereini­

gen verstärkt. Vielleicht könnte man dann auf die Sehwolle 

S f'ür die kleinste zulässig~ Komponente verzichten. 
\ 
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8. Erzielte Ergebnisse 

Wir zeigen jetzt einige mit dem Progrnmmsystem erzielte Ergeb­

nisse aus u.er Simulation und aus der i\pprox:imation gemessener 

Wnhrscheinlichkeitsdichten. 

8.t Mischungen aus Normalverteilungen 

Es ist wi.inschenswert., daß sich Hiscliun1~en aus Normnlver·tei­

lungen wieder in solche zerlegen lassen. Natürlich ist es 

nicht selbstverst~indlich, daß es eine Nis chung aus ½WCi Nor­

tncll verteil ungcn gibt 1 dercn Homente p
2 

••• p
5 

mit denjenigen 

einer Mischung aus drei oder f'ün.f Normalverteilungen überein­

stimmen • Wir zeigten Beispiele, in denen dies der Fall ist 

(Dild J und 4) und werden solche bringcn,bei denen es nicht 

der Fall ist. Dei letzteren ,riirdc cler Zerlegungsversuch schei­

tern. Dei zwei ßeispielen dieser Art, die bei der Simulation 

ge.funden wurden, wurden Zufallszahlen nach dem ,i;leichen Gesetz 

gemischt, nach dem zuvor die theoretischen Momente berechnet 

worden waren. Wenn man nun di c Anzahl der Zufallszahlen klein 

genug machte, so wichen die nus den Zufallsznhlen erzeugten 

empirischen Momente soweit von dem' theoretischen ab, daß die 

Zerlegung möi:i;lich wurde. Dies is-t ein wichtiger Grund dafür, 

mit variabler Blockli:inge zu arbeiten. Kurze Dlöc1.<.e zu Beginn 

der Zerlegung sind nicht nur sparsam im /\u:Cwa:nd 1 ~,onclern auch 

günstig hinsichtlich der Zerlegungsneigung. 

Im einzelnen ist zu den Deispielen zu sagen: 

Dil<l 2 zeigt,,daß die Approximation der Mischung aus drei 

Komponenten ( strichliert) durch z,-rei Komponenten so gut ist, 

daß eine Weiterführung des Verfahrens nicht erfolgt. Die Mo­

mente für die Zerlegung wurden theorot:i.r,ch berechnet. 

Dild J zeit:?; t ebenfalls eine Zcrlc~ung, d:}r die theoretischen 

}loment e einer H:i.schung vo11. fi.in t' N orm:d. vort c il ungen zugruncle 

liegt. Hier würe eine Weiterführung do!; Verf;üirens .sinnvoll. 

Deshalb i.!Jt eine rlischun[; von Gooo l'seado :z; uf .:i..11:,;znhlcn n.:\ch 

den Parametern dor :fi.inf Normal vcrt cilunr,;cn im Bild herge,cJtoll t 

worden. (Bild 16) 
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Dns Verfahren .findet auch hior eine Zerlegung in zwei Kompo­

nenten und bricht tlnnn ab. Dp.:c, ist 7,wci fellos nicht optimnl. 

Dieses Deisplcl zeigt am deutlichsten die Grenzen des VerCah­

rens. Es wird darauf noch abschließend einzugehen sein. Bereits 

hier sei jedoch p;csagt, d~\ß das Verfahren keinesfalls dazu neigt, 

nur zwei Komponenten zu finden.auch wenn dies nach einigen hier 

zu zeigenden Ueispielen so scheinen sollte. 

Relative IW.u:figkeit on von 

6000 Zufallszahlen erzeugt 

als Mischung von fünf Nor-

malverteilungen und Approxi-

mation d~rch nur zwei Nor-

malverteilungen. 

Signi:fikanznieveau i.l =-=10%. 

Hechnernusdruck: 

Dild t6 

AA [ ] DAL 1 Anteile 1 Ai· IY [ · 1 , Dr-lY [ ) :Mittelwerte 

ASIGM ( ) , ßSIGi'I [ 1 

\ 

. E!NGEGE9ENE ~ERTE 

AAC 1)• ,t50000 
AAC 2J~ •l50COO 
AA( 3)c ~200000 

. AA C 4 l "...... ....... . . • 250000 
A~C 5) ■· -·-··•· - •250000 

LSG• •,8525571454S4E 01 
2-GIPFL, .. .. 

ßAt 1) 3 ■ 637681 
. BAC 2) < .... ....... : ,3623i9 

AM'( C 1 J "' 
AMY C 2),. 
AMY C 3 J = 
A;'. y ( /f ] C 

Ai'iYC 51~ 

tl:-:Yc 1J c 

OMY_ C 2) ~ 

Standardabweichungen. 

"5,000000 ,: . .~SiGMC l l ~ 2.000000 
•3,000000 . ASIGMC 2] C ,150000 

,00:::000 :AS!GMC ~h 1,000000 . ··- -· --· - --3,CCCOOO ._.AS I 11M C lt] a . 2.000000 . 
5,00JOOO ASIGHC 5J ~ , 1f0COOO 

. . ... . 
-.t,3i'R2r,5 .. ... BS!GMC 1p _ _ ·-·······3'0391cs .. 

.. 4,69629i .. 1:3SIG:'IC 2l.~ -·--·- ···· ·'932773 . . 



Wir geben jetzt z1-rci Beispiele für den Fall, daß ll:Le theore­

tisch aus einer Mischung vo~1 mehreren Normalvertc :i.lungcn be­

rechneten Homente keine 7,erlcgung in zwei Normalverteilungen 

zulassen, die Simulation mit Zufallszahlen jedoch zu einer 

Zerlegung :führt. 

Erfolzloser 

Zerlegungsver­

si1ch einer 

Mischung aus drei 

Normalvertei­

lungen aufgrund 

der theoretischen 

Momente. 

·· -EJNGEGEBENE WERTE -· 

__ c_ GAuss~ VERTE-; 1 Cu-iö .: i~ 

Bild 17 

AA[ 1) ■ ' , .... 
AAC 2). 

.. AAC 3J• ... .. .... . 

, 400000 . At-1Y C 1l • 
1300000 AHY( 2)a 
•300000 _____ AHY C 3] ~ ~ 

•2,000000 
1,000000 
2,000000 

ASjG~C 1lr 3,000000 
ASJGM( 2l• . 4,000000 

. . . AS!GMC.3)= .... .. .... ?.,000000 .. . 

AUS E INGA!3EWERTE~ BERECHNETE ZENTRALE MOMENTE DER MI SCHVERTE ILUNG , . 

M'fl• 
31y4c 

LSG, 
KEINE 

•,363797Re0709E•11 
,498461699994E 03 

■ ,18782t35i985E 00 
ZERLEGU~G H8EGLICH . 

l,.SG, ;-,513774456824E : Öo· . 
KEINE ZERLEGUNG HDEGLICH 

KEINE LoESUNG 

MY2c •126R9~999999E O?. 
MJ5~ _~•718?69iooJa4E 02 . . 

MYJ • .,,30BOOD00054E 01 
~MY6= ___ , 3.4834940,4!E 05 

IJ.110 



Zerlegung auf':.. 

grw1d der empi­

rischen Momente. 

Dild 18 

- 95 -

13 . 00 

E l NGEGEOENE ~ERTE - --~·-,:!,,:. • .:::::·:-:, •·.•,:::/,::· .. . ,;:-:':(:~. _::_::::_:-;::·;: :.;·,: : . ." :.:: · .. ··- "'.·· . ··:·;:_.:·~. ·.::::::1::· ·. ::"':. :. 

C GAUSS•VEIHEll.VNG ) ______ ~---- '.~-: . . .. • · ······· ··· ··· ··- -·- ····--·--- ... . -
A{',( 11' , 1100000· .. AMY( ll• -2,000000 AS!GHC- lJ!' __ _ . 3,00C00O 
MC2h ,300000 _AHyt2)• 1,000000 'AStGMC2J• . . 't,000000 
Mt 3)~ ,300000 AHYC 3)• 2,000000 ASIGMC 3l• 2,000000 

Simulation mit 1000 Zufallszahlen. 

Signi:f:U~anzniveau o(_ = J1, 7 % · ( 1 01 

LSG, ... 41 11039615227E 01 -~ ·· 

LOESUNGSKOMPO NENTEN . . 

OAC 1l 1t •. . .. . • ,321961 . 
BAC 2l• 1678039 

AHl• -~727595761418E•l1 
AH't• 1408457066540E 03 

. . . . . -· . .. . .. -· ~ . 

0HY t 1l • . •·2,86650 11 

0i1Y C _2J • .. ...... 1 ,'138536 

AH2• •119359087 861E 02 
AMS• ••73701909624CE 03 

BS I GH C 1 J • 
ßS I GM C 2J • 

21862065 
2•75317't 

AMJ~ •,808601l6J2RlE 0t 
AM6• ,22606t709l06E 05 



Bild 17 zeigt drei Normal vertoil,Jngen und die zugehörige 

Mischverteilung. Eine Zerlegung in zwei Normalverteilung~n 

gelingt nicht. 

Bild 18 zeigt erneut diese Mischvcrteilung1 die empirische 

Ilüu:figkeitsclichte einer Mischung von 1000 nach den drei Nor­

malverteilringen erzeugten Zufallszahlen und die Komponenten, 

die ari:fgrun<l der Zrirlegung der empiriscl1en Momente gewonnen 

wurden. Die zu den z1-iei Komponenten gehörige Summen.kurve der 

Verteilungsdichte stimmt, wie ~an sieht,sehr weitg~he~d mit 

derjenigen der Eingabewerte i.iberein. Das Verfahren zerlegt 

nicht ,~ei-ter. 

Es ist zu bedenken, daß dem Zerlegungsver:fahren nur die r-Iomente 

der empirischen Häufigkeiten bekannt sind. 

Erfolgloser Zerle-

gungsversuch einer 

!•Hschung aus fünf 

Normnlverteilungon 

aufgrund der theore­

tischen Momente. 

Dild 19 

\ 
E(NGEGEOENE WERTE 

.. C GAUSS•VERTEILU~G.l 

AA C 1,,. ,200000 
AAC 23. • 130000 
AA C 3J. ,210000 
A,\ C '•]. •i!00000 
AA C 5]~ · •?.60000 

AMV( 
AHVC 
AMVC 
A~VC 
AHY C 

- 12. '10 

1 J • •3 ■ 000000 .\Sfo'.11( 11 „ 3,000000 
2]. „1,socooo AS !G~,C ,?]a 2,500000· 
3). ,5COOOO AS [G 11C JJ Q . 1,000000 
4)' 1,000000 f,S,( Cit1 t '•] . 2,000000 
5]. ?.,000000 ASJGH( 51• ,500000 

AUS E!NGAßEWERTEN BERECHNETE ZENTRALE ~OMENTE DER H!SCHVERTEILUNG 

,363797880769E•ti 
,2126~DJ64066E _OJ 

MY2~ . •707159999997E Ol 
. . MV5• ••136~9279~451E 04 

HV3~ •,20920e210004E 02 
HV6• ,12766J60J03nE 05 
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In Bild 19 ergibt die Mischung von fünf Komponenten theore­

tische Momente, die keine Zerlegung zulassen. IIier muß man 

bei der Erzeugung von Zufnllszahlen bis auf J00 herunterge­

hen, ehe eine Zerlegung gelingt. (Dild 20) 

Das Verf'ahron bleibt bei zuci Lösungskomponenten stehen, die 

man als Nnherung für die empirische Dichteverteilung ansehen 

muß. Es wäre nun 1riinschenswcrt, dns Ver.fahren mit größerer 

lllockllinge weiterlaufen zu lassen, doch war dies programm­

technisch z.Zt. nic~t möglich, da die Blocklänge während 

eines Laufes z. Zt. nur im Vielfuchon von 600 Zufallszahlen 

variabel ist und die Anfangszerlegung mit 600 Zufallszahlen 

nicht gelang. 

Z erl egnng au.f,1~rund 

der empirischen 

'Momente. 

Simulation mit 300 

Zu.falls~~ahlen CX=io~i. 

AM2 ••• AH5 sind die 

verwen<leton empirisch­

en biasfreien Momente. -~ 1 . 
' 

/ 
1, 

' / ' 

1 J/ . __ lf 
~ -~ f 

~J _J!Yt1~~r Bild 20 

EINGEGEOENE WERTE 
\ 

._ C GAUSS-VERTEILUNG 

AA C l l • ,200000 
AA ( 2)4 •130000 
,\A C. 3J, •210000 
A,\ C 4]" ,?.00000 
AAC 5] ■ •260000 

l.SG, .. ,3?.2?.203i8820E 

LOCSUNGSKO~PU~[NTEN 

OA C 11 • 
Ut, C 21 • 

,266371 
,i'3312'J 

ot 

AM1• ••10'J139J64213E•io 
AM4• ,t68291572035E 03 

-12. 011 

AHY C 1] :, 
AHY( 2] • 
AMV( J] • 
AHY( ,, ] . 
AMY C 5]. 

fJHYC ll• 
OMY( 2l• 

-0.<!0 

„3.000000 
•1•500000 

•500000 
1.occooo 
2.000000 

„2.a,1,13?5 
1,2138<?2 

AH2• •627S60135R38E 01 
AH5• ·•10l524216277E O'+ 

-0.6"0 

Asim,c 1 l = 
AS[GM( 2l• 
.\S!GMC 3l • 
AS I G'H 't l • 
A'.j (GM C !:il• 

OSIGMC 1)• 
0S!GMC 2]• 

J.20 

3,000000 
2,50()000 
1,000000 
2•000000 

,500000 

2•51385'+9 
1•313632 

A~3• • ■ 179469156938[ 02 
AM6• •846290497446[ 04 

7,00 
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.Ein Bej_slüel bei dem 2000 Z.u:fullsznhlcn nls Mischung von 

drei Normalverteilungen erzeugt werden und je nach Zufal:hs­

zahlensatz und Signifikanzniveau drei oder vier Komponcnton­

verteilungen gefunden werden, soll den Abschluß der Approxi­

mation von Mischungen aus Normalverteilungen bilden: 

In Dild 21 ist punktiert die Dichtefunktion zu sehen, nach 

der die gezeigten Zufallszahlen erzeugt wurden. 

Signifikanzneveau ~ = 10 ¾. Zunlichst erfolgt eine Zerle-

gung in zwei (str:i.chpunkticrt) und dann in vier Komponenten 

(strichliert). Die einzelnen Komponenten sind mit darge­

stellt. 

Zerlegung aufgrund 

der empirischen Mo­

mente von 2000 Zu­

fallszahlen als Mi­

schung von J Norr.iaJ:.­

ver·teilunr;cn. 

Zufallszahlensatz 1, 

Signifikanzniveau 

d. = 1o~S. 

. 

., 
' · 

r 

1/' . i r . 

1) LI ~i\ 
/! \ vj. 

'y ~' II/ 1\ /, !, ._. rr.Jv. 

} . \~~'. LI ~11P 
~ \ . .,. / 

~ 1 

U"~ .-~ 

Zustand nach zwei­

maligem Zcrlegcri. 
001 x-;\ 1 .. J / ,/:( -----, -

-~ ·- - - .--·?::? -~\_ ':- -

u'f ·. 
~\M 

Bild 21 -6 . 00 -3. 10 -0. 20 2. 70 5 . 60 0. 59. 

EJNGEGEDE ~E WERTE 

C GAUSS•VERTCILUNG 

AA ( 1 l • ,300000 MWC 1)f •3,0COOOO ASiGMC 1l p 1,000000 
AA C 2) • •30:.JOOO Al1Y[ 2)f ,000000 AS.!Cif1t 2h 2,COOOOO 

. AAC 3Jo ,400000 AHY C 3) ·, 4,0COOOQ ASIGtH J) • ~, f,00000 

LOESUNGSKOrPONENTEN 

AA C 1l• . ,399651 OMY( 1) ~ n2,783'+63 8S !GM C 1P 1•093814 
ß,\C 2l , __ ,048057 f3MY ( 2) • ••3821!;0 OS IGM C 2)• •616130 . 
OA C JJ. ,0601!48 BtlY C 3)• ,853718 851 GM C 3P 1,0;~2129 

. BA C 4). ,4911t43 8HY t lt J 1 3,676325 8S 1 GH C lt] • 1,670766 

), 



Endergebnis von 

ßild 21 nach 

Zusammenlegen. 

Bild 22 

• ~ LOESUNGSKOMPONENTEN 
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~BAC 1J • -~·:·.=:::.~.:...-~:·;39sss7·_~_~:: BMYC 11;.:·=-:::_-:__:-_--.:.2.1si+soi+ _ 
BA( 21• ,049313 8MY( 2)& R,374930 

- BA( 3l• ,551830 BMY( 3l• 3,3653'+7 

. .. . . . . ~ ... . 
.... · _ ... •·--••----·-····-· - ···. ,. ··--·~--~-:-.~.-.......... _. 

BS foH ( Ü ~-- :·.-~==~_j; 097490 ::.· 
BSJGMC 2]• 1610382 
flSIGM( 3) • - . 1 ,8'+2867 

Als nächster Schritt erfolgt ein Zusammenlegen der dritten 

und vierten Komponente. Die Entscheidung des Zusaooncnle­

gcns :fällt knapp. Der Oetrag der Dif'f'crenz Dif' 2 = -1,63 
liegt nur knapp unterhalb des fiir oc: = 10 % maßgeblichen 

W e r t c s 1 , 6 11 ~ • 

Die Dichtefunktioh Bild 22 stellt eine gute Annliherung an 

die empirischen Häufigkeiten 

sind eben:falls gezeichnet. 

dar. Die drei Komponenten 

Es ist noc·h c:i.n c:mderor Satz Zn.fallszahlen nach dem gleichen 

Vertcilung:s::-;c.set7. erzeugt ,-rorclen. Hier erfolgt b<ü <x. == 10 % 
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die Zerlor~ung zuniichst in zwei und dann durch Zerlegen der 

linken 1~omponente in drei Komponenten·, Die empirischen-. 

Häufiglrni t cn und das Endergebnis sind in Dild 2J zu 

sehen. Wiihl t mnn Je do eh oc == 25 % , so wird nuch 110 eh die 

rechte Komponcn te in zwei zerlegt, Bild 21~. In beiden 

Fiill.en ( Bild 23 und Dild 211) wird nicht zusnmmengelcgt. 

2000 Zufallszahlen 

als Nischung von 

J Normal vertci­

ll.111.r;en. 

Parnn1cter wie 

Dild 21 und 22, 

nur andere Zufalls­

zahlen. 

Ergebnis: Zerlegung 

in zwei und dann 

in drei Komponen­

ten. 

Dild 2J 

EINGEGEBENE WERTE 

t GAUSS-VERTEILUNG 

\ 

--Äi,C 1)~ ·;300000 .. . AM\'( 1)~. 
... AAC 2) ■ ·;300000 AMY( 2J• 

AA[ 3J~ .~oocoo AMYC 3J• 

•3•000000 
,000000 

4,000000 
.. l,OESUNGSKtWPüNF.t~H;N _ .. __ ..... __ .. _ _ _ ....... ...... _ _ ... .. . 

ßA C 1 l , 
BA( 23' 
BA t 3] • 

,352957 
,095335 
,551208 

ElHYC 1) m 

ßMYC 2]2 
BMY C 3) • 

-2,876188 
• ,81682(, 

'3,292713 

AS!ß'1C 1)• 1,00COOO„ 
A5IG~C ?.J• 2,oocooo 

__ _ .,5_1G0_[ 3J q ___ .. . ___ _ 1,SCJCOOO 

6S j GM ( 1J ~ 
BS I G:-1 ( 21 • 
BSIGM( 31~ 

1,05'+139 
,835517 

. 1,862505 
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2000 Zufalls­

zahlen als Mischung 

von J Normalvertei­

lungen. 

Parameter wie in 

ßild 21 und 22 

außer Signifikanz- · 

ni veau cJ. = 25%. 

Gleiche Zufalls­

zahlen ,de in 

ßild 2J. 
Ergebnis: Zerl e.c.;ung -G. 00 

in zwei und dann 

in vier Komponenten • 

EINGEGEBENE WERTE 

C GAUSS•VERTEILUNO J 

AAC 1J• 
AA C 2 l • 
AA C 3l• 

1300000 
,300000 
, 1,onooo 

AHYC 1J a 
AHYC 2] • 
AHY ( 3J • 

BAC 1J• 1353635 BMYC 1J• 
· 6A C 2J • 1093250 BMY C 2l • 
. ßAC 3)• ,047284 BMYC Jl• 
_BA( ltl~ ·-··· ·-·· · ·'505831 ___ ___ BMY( 4la 

-3. 10 -0.20 

•3,000000 
,ocoooo 

4,000000 

•21877508 
.. ,8 11271+9 

•612168 
.. 3,536Z 119 

ASiGHC 1l e 

AS!G'1C 2J~ 
ASJGHC 3) • 

8S j GM C 1). 
BSIGMC ?.) • 
B~I GM C 3P 
ns !GM C lt) a .. .. . . . ... . . 

1,00COOO 
2,000000 
1,500000 

11050195 
1/131+526 
•956131 

1•719529 . 
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8.2 Nicht-norni.:-tl. n :t-li schun.r;en 

Dns Verfahren findet hüuI'ig auch dann eine Zerlegung in 

Normalvert.eilun~cn, wenn das Verteilungsgesetz der Zu:falls­

zahlen nicht normal ist. 

In Bild 25 ist eine Nischung von 6000 Zufallsznhlcm erzeugt 

worden. Der Nittclt·rcrt liegt hci 1, die Ilrcite des Recht­

eckes ist 2. Die gewählten Pnrametor des Zerlegungsverfahrcns 

sind: Irrtumtnmhrschcinlich!rni t oc = 25 % d.h. Schranke f'lir 

die Varianz der F'ormf·aktoren: 1, 15; kleinste zulässige Kom­

ponente 1· %. 

6000 Zufnllsznhlen mit 

Rechteckverteilung. 

Signifikanzniveau OC = 25¾ 

Kleinste zulässige Kompo­

nente S = 1% 

Beginn der Zerlegung zu­

nächst in zwei
1 

dann in 

vier Komponenten. 

Dild 25 

. 
-e.22 

-·LflE SUNGSKBMPONE~TEN·- -·- ·· ---·-·--·- ---· ---· - ·-·- ··•·-· . ·· -·--·. 

OAC 11' .. . ,'+86170 BHYC 1J• ,487239 
BAC 2l• ,513330 8MYC 2J• .1,497778 

~ --

/\ 11fnl ✓ 
h· 1'Jef"'i\ 

?'.:: 
lf 

J 
•_ll. e2 0.'10 1.61! 

ßS I GM C 1 J ~ 
es I GM C 2] • 

--- -,·o·csuN· "KOMPO. NEN ' . ... ------•·- ···- ------------------· ·- .... . .. . 
__ . 1- G-> . TEN ·•···•·-···-----· __ . .. __ ______ . .. ... ·--- - ···- __ 

\ 

OA C 1l• '193634 „ 

8A C 2] C ,290152 
BA ( 3) • ,315935 
BA [ 4). •200279 . , ....... -- .. 

a:wc 1) i: 
BMYC 2]. 
BMYC 3'. 
BM_Y C 4 J ~ . 

,204129 
,701!!51 

1,282439 
1,788096 

BS!G'1C 1)• 
ßS!GM( 2)= 
BSIG11C 3] = 
BSIGMC i+J~ 

.. 

\ 

, 272 1t35 
. ·,277867 

°d 16363 
. ,210200 
- •212!:54 
__ , 124 l52_ 

'1,112 
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Fortsetzung von Bild 25 

Zerlegung in acht Kompo­

nenten. 

Dilc.l 26 

--------- ------- . .. ·-·--·-··--- ·--•--.. ·-·•-···--·--·- _ .. ____ ... -----··--LOESUNGSKeMPONENTEN .. 
·. - BAC 1l • ,055726 BHYC 1J. 

BA t 2) • . . . , 132078 BMY( 2). 
BAC 31• •212956 0MY[ 3). 
BA[ 4l • ·---· ····-··•o32989 BMYC 4). 
8A C 51 • • 129000 811YC Sl • 
8A C 6) • tl 93409 8MY C 6l• 
BAC 7), •121591 BMYC 7). 

i . 8A[ 8)• ._ ,072251 8MY C 8). 

Endergebnis der Zerle­

gung von 6000 rechteck.­

vertcilten Zufallszah­

len mit Parametern wie 

in Dild 25. 

\ 

. Dil<l 27 

LOESUNGSKOMPONENTEN 

.. . BAC ll• 
OA C 2) • 
BA C 3) • 
BA C 41 • 

·· aAc sJ~ 
BA C 6l • 
BA C 7 l • 
BA C 8) • 
BA C 9) • 

,016723 BMY C 1 l• 
,036694 BMYC 2l• 
,076914 nMY( 3l• 

·•0561196 0HYC 41• 
•212775 BMYC 5l• 
,213970 BHYC 6l• 
,193424 BHY( 7l• 
,03786! B11YC 8l• 
,034943 BMYC 91• 

,074564 
,255138 
,6i2487 

.. : .. ·::~ . . •905201 
1,116667 
1 • 1•07140 
1,711715 
1,920302 

•c!.ll:I 

. 

•ll, 8tl 

,027827 
1089389 
• 198838 
,329600 
1609035 

=::_eA C10l • 
BAC11l • 

,0 1+5277 . BMY Ct0l • 
!024916 ·- ··-· ·· BMYC11l~ - - - . 

1•03?.61-7 
1,411688 
1,611387 
1,757008 
,1 •896885 
1•969645 

es iGM C 1P ,039129 
BS !GM C 2]• 1105883 
BSIGMC 3)• . -176?.31 • .... 
BS I GM C 4). ~- .-. : ~~ · .. __ ,'153067 · ·-
85 I GM ( 5]• 1163832 
8S !GM C 6)~ , 1167981 
BS tmlC 71• · 1104832 
DSIGM C 8,.. . 1046557 

.. 

~ .,.. ' 
.fR, 
' u 

; ~ ~ 

11l . 'l3 1, G:il 

BS iGM ( 1l D 

OS[G,'1( 2l• 
es 1 r;:1( 3Jc 
BS'l Gl'I ( 4) • 
6S! GMC 5)• 
8S( G~1C 6)• 
OS IG~: t 7 l a 

BS!G:-1( 8)­
ßS!GMC 9)• 
BSIGf' Cl Cl= 
651 GM C 11 l" 

1 

i!. 8:1 

•014c9B 
, 0:-17335 
•031399 
,0.'!8074 .... 
•177723 . 
,1!'.6769 
,169059 
,077710 

. . . . 1086193 . .. 
. . .... _. .. , 0 11 1 ~; 1 5, ... . 

,OJ6716 . .. . 



Dns Verfahren zerlegt zunächst in zwei, in vier (Bild 25) 

und dann in 8 Komponenten (Dild 26). Nun werden die mitt­

leren Komponenten /1 und 5 zusammengelegt. Von den jetzt 

vorhandenen 7 Komponenten werden die äußeren vier zerlegt 

(1,2,6,7), bei der Komponente 5 wird ein Zerlcgungsvcrsuch 

verworfen, da sich eine zu kleine Komponente ergibt. Das 

Verfahren endet bei. 11 Komponcn ten, deren Summen:funl<tion 

in Dild 27 <largeste.11 t ist und o.ls brnuchbare Näherung fiir 

die empirischen IUiu.figkci t cn betrnchtet werden kann. 

In B_ild 28 ist die Nischung von 6000 dreieckvertcilten 

Zufallszahlen mit dem Mittelwert -J und der Grundlinie 10 

erzeugt worden. Das Verfahren wurde mit~ =10 ¾ entsprechend 

einer Schrnnkc von 1, 6l15 :für die Varianzen der Form:fnktoren 

gestartet. 

Es werden zunächst zwei etwa gleich große Normalverteilungen 

gefunden, deren.Mittelwerte -4,34 und -1,36 ziemlich symme­

trisch zum empirischen Mittelwert der Zufallszahlen -2,94 
liegen und die diese bereits recht gut approximieren (Bild 28). 

6000 dreieckvertcilte Zu-

:fallsznhlcn. Signifikanz­

ni veau c( = 10%. Beginn 

der Zerlegung zunächst in 

zwei Komponenten. 
\ 

.Lfll~SUNG5K0MP0"1ENTEN ... 

0537771 
t46222!l 

Dild 28 

BMYC 1l• 
BMY C 2)" 

. ,.,f,3114917 
„1,363617 

OS I GM C 1l • 
USj<,M[ 2P 

1, 11031\13 
1 • '.-J~O!S21t 
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Nach dem Versuch die erste dieser Komponenten tu zcrl~gen 

und der Zerlegung der zweiten Komponente in zwei kommt das 

Verrahrcn zum Ende (Bild 29)~ 

Fortsetzung von Bild 28 
und Endergebnis der Zer-. . 
legung von 6000 äreieck-

verteiltcn Zurallszahlen. 

LOESUNGSKOMPONENTEN 

l\AC 1J • 
BA C 2) • 
ßA C 3) • 

,S39't08 
•'+11044 
,049548 

\ 

Dild 29 

BHY C 1) • 
OHY t 2) • 
ßMY C 3) • 

-1e.00 -1e.011 

„4,305807 
•1,639?.99 

,596090 

-6. e0 · "· ea 

OS I G:-1 C 1) • 
B~IG'1C 2) • 
DSIGMC JJ• 

1,4't1029 
1,228669 

,539020 

,e. aa 
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Es soll ein Deispiel gezeigt werden, bei dem eine Mischung 

aus drei Dreieckverteilungen mit insgesamt 2000 Zufalls­

zahlen approximiert wird. 

2000 Zufallszahlen als 

Mischung von drei Drei­

eckverteilungen. 

S igni fil(anzni veau t:t_ = 10% 

Dcginn der Zerlegung in 

zwei (nicht dargestellt), 

drei (punktiert)und 

schließlich in 4 Normal­

vorteilungen. 

Eingegebene Wert~ zur 

Erzeugung der Zufalls­

zahlen. AA [ J Mischungsfaktoren, AMY t 1 Mittelwerte, 

ASIG?-1 ( 1 halbe Grundlinien der Dreieckskomponenten. 

Bild 30 

- EJNGEGE8ENE WERTE . 

-- ( DREIECK•VERTE[~UNG ) · 

AA C th ,300000 AMYC 1) ~ •3,000000 M,iG'"I t 1). 2,000000 
Mt 2h , 1100000 A~YC 2) a ,000000 AS[G~,C 2) ~ 1,000000 
AA ( 3h · ,300000 · - AHYC 3). . . 11,cooooo AS 1 G~ t 3) •. --- . 1,sooooo 

--LOESUNGSK01"4PONENTEN·-·--···--···--·-·- · · · 
- - ·· -·-··--··· - ·· · ·• ·•· ····------ --~-··• ·• ··---····-

BA C 1l• •211777 · · ' BHY [ 1h .• 3,383793 8S[GH( 1) II· ... · ,619059 
BA C 2h · ,085990 · BHYC 2h . •2,128509 85 [GH C 2)" - ,410537 
BA( 3). ,lt.:)2232 BMY( 3), ••001161 851 GM ( 3J• •'+09613 
BA( '+l II . ,300000 BHYC '+h lt,036761 BS IGM C lt l " ,617675 
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Daten des Zerlegungsvcrfahrens: 

Irrtummrnhrscheinlichkei t c< = 10 % 
Untere Schranke :für kleinntc .Komponcnte S = o. 
Das Ergebnis der Approxim~\tion ist in Bild 30 zu sehen. 

Die empirischen m.iu.figkeit en bilden cli c Stufenkurve, durch 

die hindurch (besonders links deutlich zu sehe~) die theo­

retische Dreiccksvcrtcilun~; gezeichnet ist, nach der die 

Zufallszahlen erzeugt wurden. 

Das Zerlegungsver:fahren findet znnii.chst zwei Normalvertei- · 

lungen (nicht dargestellt), von denen die rechte o:f:fenbnr 
-

die rechte Dreiecksverteilung sehr gut annäheft, di~ linke 

wird im nächsten Schritt erneut zerlegt, s~daß jetzt eine 

:Mischung aus drei Normalver teiltmgen vorliegt (punktiert). 

Im letzten Schritt zerlegt das Ver:fnhren die mittlere der 

drei Verteilungen und kommt zum Schluß. Auf' Bild 30 erkennt 

man, daß jetzt die rechte und die mittlere Komponente sehr 

gut angenähert sind,während die linke Komponente durch eine 

Mischung von zwei Vertei.lun~~en ebenfalls gut angenähert wird. 

In einem anderen Beispiel wurden 500 Zufallszahlen nach 

drei Dreieckverteilungen erzeugt. 

Der Algorithmus 1rurdc mit~= 10 % , S = 0 angewendet. 

Zu den Biltlc~n 31 - 34: 

500 Zufallszahlen als Mischuµg von drei Dreieckvertei­

lungen. Eirq~~gcbcne Werte zur Erzeugun~ der Zufallszahlen: 

EJNGEGEOENE WERTE 

-- - ~DREIECK•VERTEILÜNG 

AA t 1 l • 
. A,4,( 2), 
.. AAC 3]t 

,300000 
•300000 

... ··- · • 400000 

AHY( ll'• 
AMY( 2J~ 

. AHYC 3J• . 

„2,000000 
1,oocooo 

. 3,000000 

ASjGt1C 1) • 
ASJGM( 2l• 
ASIGHC 3)F 

1,000000 
2,000000 
1,500000 
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Deginn der Zerlc­

güng in zwei Normal­

vorteilungen. 

l3ild 31 

· cecSUNG5K61-'P6NENTEN 

OAC 1)a 1375179 B~Y[ 1l= •11646673 
BA C 2h - . . , 162'+821 OHYC 21• . .. .2,441062 

Fortsetzung zu 

ßild 31 

Zerlegung in vier 

Normalverteilungen. 

Bild J2 
\ 

LBESuNGSK6MPeNENTEN . . 

OA C 1J i 

ßA C 2)'" 
BA C 3] • 
BAC 11) ~ 

1290058 
1056208 
1195787 
14579 117 

BMYC 
BMY ( 
BHYC 
OMYC 

-5. 01l -?.. 511 

1l. •l,986072 
2lo •, 3990:,3 
3l• 1,051271 
4la 2,33736~ 

DSiGH C ll = 
BSiGM( 2J• 

IJ. 110 2. Sß 

OS !GM C 1) & 

ElS,IGM C 2]• 
8S IG~ l 3]= 
BSI G~ [ 4 J • 

,6463'40 
. 1850725 

5 . 00 

. ·.--. .. 

,350728 
,435018 
,541t?.83 
1636158 

7.50 
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.Fortsetzung zu 

Dil<l J2 

Zusammenlogen von 

zwei Komponenten. 

Dild JJ 

LßESUNGSKOMPßNENTEN 

BAC 1h 
BA t 2) • 
DA C 3l • 

•295724 
0242450 
,461826 

BHY ( 1 l • 
__ 8MY(2] ■ 

BHY ( 3] • 

Zerlegen einer 

anderen Komponente. 

Dil cl J11 
\ 

LOESUNGSKOMPONENTEN 

OAC 1] • ,124791 BMYC 
OAC 2] ~ ,172Jl\3 BHY( 
OAC 3]. ,240022 fülY C 

.. OAC lt J • •462800 BHY t · 

1]. 
21.c 
3]. 
4) ■ 

•1•965?.'+8 
•766663 

2,819188 

BSIG'H 1]• 
ElSJGM( 2] 8 . 

ElSlGM C 3)-

-·~ ~ __ n~ . 
,t I J,, 1 r .. ! 1 tt~n 

,~72379 
,793405 
•652180 

1f ,lt~,i;~,: mi 
. ~~ ,11~ 

1-----!U,1_ _ .L . . _J ______ -1 

i yl j ~ 
-s .... ·0-0--"'-<!.-SU 0. m1 z.-s-0---"--'"'s~-.--ea---,.~sa 

"2•29?.i'70 es i Gl1C 1 l • • 223770 
•1•722147 flSJG~I( 2). ,263043 

,8C0667 851 GM ( 3] ~ ,P.19754 
?. • 803 111\6 OS 1 G~lC '►) • • 669~)30 
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In den Bildern Jt-J'1 sind jeweils Wiu:figkeiten der Zufalls­

zahlen, die theoretische Funktion n„ch der sie erzeugt ·wur­

den und die Ergebnisse der Zerlegung zu sehen, teilweise 

mit Komponenten. Das Vorstadium ist in jedes Bild mit auf­

genommen. 

Bild 31 zeigt die Zerlegung in ~wei Normalverteilungen. 

Der - Vorzustand - eine Normnlvertcilung - ist ebenfalls 

eingezeichnet. In ßild J2 ist zu erkennen, daß beide Kompo­

nenten erneut zerle~t wurden. Es sind jct-;~t vier Komponenten 

vorhanden. Die beiden mittleren Komponenten werden nun zu­

sammengelegt (Bild JJ). Die Summenkurve aus den vier Kom­

ponenten in ßild J2 ist mit eingezeichnet~ Das Verfahren 

bricht jedoch erst ab, nachdem die linke Komponente noch­

mal in zwei zerlegt wurde ( Bild 311). Auch hier ist die 

Summenkurvc der drei Dichten aus Bild JJ mit eiiigezeichnet. 

Die letzte Zerlegung ist sicherlich auf den speziellen Zu~ 

fallszahlensatz zurückzuführen, der im Dereich der linken 

Komponente ellenfalls z,rei Spi t zcn und einen Einhruch hat. 

8. J . Zerlegung unter Nebenbedingungen. 

An den Zufallszahlen des let:6ten Beispiels wurde die Wir­

kung der Nebenbedingung 11 Z,re:Lgip:fliglceit" bzw. "Existenz 

der l3ayessrenz.e" nls Bntschciclungskritcriurn erprobt. D:i.e 

Bezeichnung 11 Nebenbc<lingung" ist nur f'Ur das Zerlegen korrekt. 

llier muß neben der nm Formfaktor erkennbaron Zerlegungswür­

digkeit aucl1'dic Nebenbedingung er.füllt sein. ßeim Zusammen­

legen wird nur die 11 Nebenbcdingung 11 abgof'r.:lgt. 
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500 Zufalls~ahlen, 

gl~ichc 8ingabc wie 

in Dild . 3"1, j c<loch 

Nebenbedingung 

Zweigip:Cli,gkeit. 

Ergebnis: J Kompo­

nenten 

-

. 

-· 

- 1, 
• 1 11 

!f( ! 
:t11 

-

VI' 
111 

1/ .... - " ~ 
~ 1 

t-- ' 
\ 

Dild 35 

~I 1~¼~~~ 
=1lltr ~ 

-S. IJU -e.s0 0.00 e.s0 

L~ESUNGSKDMPUNENTEN . _ 

1~ 

"' 
r,.. 

5.110 

OAC lh 
BA C 2] • 

d?.4791 B:-1YC 11• ,.2,292270 BS!G:-1[ 1)~ - •223770 
o17238S OMYC 2h „1,72?.147 BS!GMC 2l' 1263043 ·. , 

, OA C -~).• ___ __ _ _o702321 .. .• . ßMY_( _3)~ __ _ . 2,119 117'+ . . • . OS!Gi1( 3J.' __ __ ___ _ 1•194960 .. _ 

Dil<l 35 zeigt das Enderzcbnis einer Approximation mit 

c<. = '10 % , S = 0 und N ebenb c<lingung: "Zuc:i.gip:fligkoi t 11 

7.SB 

unterscheidet sich vom Endergebnis Dild 3~ nur dadurch, 

daß die dritte u.nd vierte Komponente zusammengelegt wurden. 

Der Ahlau:f stimmt eberi:f.:llls völlig mit dem in Bild 31 - J4 
Ubercin, nur endet_ er erst e·inen Schritt später nach dem 

\ 

Zusammenlegen der dri t tcn und vierten I~omponcnte. Dies ge-

schieht, weil die scI-nrache Einsn.ttelung nicht mehr; als 

Zweigi pfligkei t crkunn t wird. Die cinpro.c;rammi erte notwen­

dige Declingun.~ für clie ZHcigip:flir;lcei t ist nnr . bei deut­

lichen .Einsnt-telungcn cff.fi.illt. Beim Blick auf die empirischen 

IIäufi~;!;:e i ten er!; chcin t clas crzi c 1 t c 8nderic bn.i s t~.:\r nicht 

so ungLlnstig. 
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500 Zufallszahlen, 

gleiche Eingabe wie 

in llil<l J1, jedoch 

Nebenbedingung Dny­

esgienzc existiert. 

Erge'bnis: 5 Kompo­

nenten. 

Bild J6 

- . BA .. ,,. .. i'f~·-- -· H • 12 4 B t+'i . ·· -·- . 
SA( 2l• ,172059 
BAC 3J• ,048454 
8AC 4J• ,191459 

EIMY( 
BMY( 
BMYC 
Bf"!Y C 

•. OA L.~)" -~---···-·····- ,463138 _ .BMY( 

·-

-

--5.00 

- 'f, 

J~ l~I I ~ rl 1 f i 
1 ij 

. _ nj - - !~ 

: 

·tjü]lf \ \~ ;t1r,r1 1\) 
-- r. u r 

! L~~J\ ), ' "-.. 
-a.so 0. füJ 2. !:i0 s. ma 

-2,292215 
• 1 • 7236·34 

••266572 
l,Olt6425 

.. 2,810984 

BS I GM C 1) • 
BSIGMC 2P 
6S!GM( 3P 
BS!GM C 4) • 
OS I G:1 C 5 J ~ 

•223785 
,261415 
,475756 
•617867 

. · ··-· ..... ,661739 

In Dil<l J6 ist <lns Ergebnis der Approximation des gleichen 

Datennrnterinl's wie bei Dil<l Jt-Jll und J5 mit o<.. = 10 o/o, 
S = O und Nebenbedingung: "Uayesgrenze existiert" zu sehen. 

Der Unterschiccl im Verlauf des Algorithmus mit und ohne 

Nchenbedingun~ bosteht darin, daß durch sie clns Znsmnmcnle­

.~en verhindert ,·rnrdc, so'dnß am Schluß '., Komponen tt~n vorhan_­

den sind. 
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Approximation ~emos s cncr W <1 hrsche.inl ich}~ci t sdi eh ten. 

Die Daten cntstaminen Messungen von Herrn Prof. Dr. D. H'olf, 

Prank.furt /115/. ßinige Brgehnisso der clurchr~cfii.hrten Zer­

legungen sollen znr Illustration bctrnchtet werden: 

.GtS, ZAHL DER ZZ: 998800, 

EMPIRISCHE tlULLPU~Kl !3:1()M[N"iE DER MISCHVERTE ILUNG 

Al • ,262126708864[ 02 
A4 • ,62884h?3~761E 06 

A2 a •72-557549983E 03 
A5 • , 195177002'l56E 08 

A3 • ,209422632980E 05 
A6 • ,623579117047E 09 

EHPIRISCIIE ZENTRt;LE MO:-',ENTE DER HJSCHVERTEil,UNG MIT BIAS 

HG1• ,oooooonoooooE oo 
HG4• ,377826132584( Qq 

HG2• ,374534349851E 02 
MG5• ••34~859545898E 04 

KG3= ~,138344?75951E 02 
HG6• ,537440687500[ 06 

ßlASFREJE EMPIRISCHE ZENTRALE MOMENTE DER HJSCHVERTEILUNG 

HK2• •374534724834[ 02 
HK5• ••342860743496E 04 

NACH DER SHEPPARDSCHEN KORREKTUR 

MK4• -- - ~375957046084E 04 . 

998 800 Amplitu­

denwerte in 512 

Klassen eingeordnet, 

Approximation 

durch eine Normal­

verteilung. 

\ 

Dild 37 

LOESUNBSKOMPONENTEN . 

HK2~ - . 1373701391502[ 02 
HKS• ••341707871066E 04 

_ . OA C. 11 '! __ __ .... t_.000000 .... ____ aHyt 1J • 26,212671 

MK3~ ~,13R344691484E 02 
MK6c ,537441790844[ 06 

MK3• -,13834469l464E 02 
MK6D ,53273~318638E 06 

BSlG~1 C 1l • 6,113112 



Fortsetzung zu 

Bild 37. 

Approximation 

durch zwei Nor­

mal vcrteilungen •· 

Bild J8 

L6ESUNGSKOMP6NENTEN. 

BA C 1l • · 
OA( . 2J.a .. 

,414310 8HYC 1l;,, 
.• .• ,535690 ... BHYC 2l a 

21•671;567 
29 .1+22868 

BS !GM C 1l • 
8S!GMC 2J• .. 

'+•H3777 · 
,4,797199 

Das erste Beispiel zeigt eine Zerlegung in z1-rei Normal-

verteilungen. Es ist insofern hem~rkcn~.n\"ert, als die Ein­

zelverteilung Bild J7, die nur in z•rci Momenten nli t der ge­

messenen übereinstimmt, im Gegensatz :;-,ur Mischverteilung 

ßiJ.<l Jß, die in 5 Momenten i..ihcreilwtimmt, eine bessere An­

pnssung l.ie:fert als letztere. • Dies folgt durch 1\ugcnschoin 

und nuch nnch tlem Test von Kolmor;orol'J.' ( DAH <. DNH ) • Auf' 

don Tc t.l t 1\"il'll im Hahmcn di c .s ·es Beri eh tos n:i. cht eingegangen. 
\ 

Dieser Fall ist eine Ausnahme. 
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Ein w·ei t erea Beispiel der Zcrl cgn11g in 7.wei Komponcnt cn 

zeigt Bild 39. Hier ist eine deutliche Verbc.rnserung der 

Approximation mit zwei gegen eine Komponente zu sehen 

(DAH > DNH). Ob eine weitere Zcrlcr;ung durch Veränderung 

des Signifiknnznivcaus mBglich ist, ,nJrde nicht liborprürt. 

Diesc.s Beispiel ist inso:Cern :intcro:Jsant, als hier die 

Nebenbcdint~un~~ Z1rnigipJ:ligkeit zu einem Verwerfen cler Zer­

legung ·gcfiihrt hütte, obgleich die empiri::iche l•'unktioi1 m-rei 

dou tlichc :Maxima besitzt. 

999 998 Ampli­

tudenwerte in 

512 Klassen 

eingeordnet. 

Approximation 

durch zwei Nor­

mal verteilungcn. 

Bild 39 

\ 

~OESUNGSKOMPCNENTtN 
. -- •·••·-·· --·;.•• . • ·· .. -

BA C 1) • 
.. BA C 2l • . 

,59 11970 
,405030 

ElMY C 1 l a 
llHY( 2l c 

DAH~ 

20,6!i3141 
33,913333 

. 1 

8S i Gt1 C 1J • 
6SIGM( 2)•--

5•483615 
5• 1► 05852 
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998 041 Amplitu­

denwerte-in 512 

Klassen eingeord­

net. Approxima­

tion durch vier 

Normalverteilun~­

en. 

Dild l!O 

LOESUNGSK6HPeNENTEN 

BA C lJ• el38280 
OA C ZJ • •268979 . 
OA ( 3)9 ,5'17129 
OA ( 4). ,045611 

\ 

BMY[ 
ß11Y( 
BHY( 
BHYC 

·· ·· ·• - ·· ····· · · - ·- . • · · ·•• ·· · • · · •• 

1l = 12,950937 BS !GM C 1Ja '•, 667304 
21 • 18,025023 OS IGM C 2J • 5,0'tl034 
31' 32,473299 BS I GM C 3]. 5•1913083 
4l • - 38 ,99 l 502 OS I GH C 4J " ... 3,935587 

Die meisten _Ycrtcilungs.funktioncn ließen ,sich J cdoch sehr 

gut unnühern z.n., die .fo~genclc durch l1 Komponenten. 

(IJild 110) 
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Ebensogut ist die Annäherung in Bild l11 durch 10 Komp~:mcnten. 

Hier ist die Verbesserung (DrHI < DJ\11) f~egeni.ibor 8 Komponen­

ten nur noch gering. 

Dieses IJeispiel wurde noch mit einer Programmversion ohne 

Schwelle S f'ür die kleinste Komponente und olu1e Sortieren 

der 'Komponenten nach dem Mittelwert gerechnet. Streicht man 

in ßild 11-1 z.B. einfach alle Komponenten mit einem Anteil 

TIA [iJ<0,5 %, so verbleiben sieben Komponenten, deren Mittel­

werte außerdem richtig geordnet sind. Am Bild der FL~nktion 

dür~te sich nichts ändern. 

999 999 An~litudcn­

werte in 512 Klassen 

eingeo:cdnet. 

Approximation durch 

10 (7) Normalver­

teilungen. 

Bild 11-1 

~O~SUNGSKOMPßNENTEN 

---BAClJ:a .. - . 
OA C 2l 11 

DA C Jl • 
DA C 4) • 
BA C 5] " 
BAC 6h 
13A C 7l " 
OA C 8) 11 

OA C 9] , 
BA (10), 

. • 11,?.5!t?. 
. ,292837 

,001317 
101');!()17 
, 1s 112ns 
,-008382 
,00!0'.35 

· ,13591\1 
• 1628311 
•013733 

DNH, ,10'l555063913E•01 

. ßMY C 1l ~ 
OHYC 2h 
811YC 3l• 
BHYC 4l• 
ßMYC 5), 
Bl1Y C 6 J „ 

· ßHY C 71 • 
OMYC 81• · 
ßMY( 9)" 
BHYC10l• 

0AH• 

12 ,52C966 
19,499500 
111,967146 
17,013415 
24,177128 
?.7,83?.02?. 
27 • 1► 04692 

. 33. 5251107 
311,93650 11 

41,978'•12 

,ll0~87381622E ■ Ol 

ßS 1 GM C 1) • 
BS!GHC 2P 
0S!GM( 3J• 
OS!GMC 4)• 
8S!G~1C 5]• 
OS[GMC 6P 
B5!GMC 7l • 
13SIG11C 8J• 
OS!GM( 91• 
ßG!Gt1(10)• 

3•4?.1713 
4,344391 

,729148 
2•303795 
41062094 
1,611093 

, 4 115205 
3•2?.128?. 
2'184021 
1,577955 

51,20 
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J\b:3~hluß 

Es ist ein houristi.sches Vcrf'nhren zur \in.lu·f;chcinl:Lchiccits­

dichtcuppro:dma tion cn twi ekelt worden. Als I'Io1acn t cn vcrre.hren 

benötigt es keine Speicherung der l~inzelwnrto. Die D.:\rst.8.l­

lung einer Vcrtcilun~; als Nischung - und n:i.cllt etwa durch 

eine neihe-hat den Vorteil dor leichteren Dcntbarke:i.t. 

ßci der Zeichenerkennung fJtclu~n die Komponenten für i.qu:i.vn­

lcnzlclassen. 

rial 113 f'.) wurde 

c.uch die Giite der Ap:;:iroximnt:Lon in jedem Teilschritt mit 

einem Si ~;nifil;:anztest überpri.i. rt (Test von I: ol1:1ogoro:ff'). Dadurch 

läßt sich erkennen, welche Zerlegungsnchritte einen besonderen 

Zuwachs an Signi :f iknnz lie r ern. 

In einer neueren ·✓ eröi':fentlichun;..; (April 1973) wurde das 

Prinzip, einen Signi.fiknnztest zur 5teuerung und Deurteiiun:; 

c.ler Iaassifi,.:.iernng heranzuziehen, eben.falls beschrieben /15/ .• 

Es wurde vo1~1 Vcr :::asser Lliescs 3 erichtes j e~ioch ohne Eenntnis 

der Arbeiten des Autors von /15/ benutzt. So finden sich An­

gaben über die ~i~nifiknnz der Ap?roximation in den Ergebnis­

sen, die im :Mnr z 1973 dem /;. u :r tr0~ 2~ eber / ·\5/ ,::1.1gesandt uurc!en. 

9.1 Leistungf,fiihigkci t und Gron1/,ell des Vcr:fnhrens • ----....-.:..----------------
Die Au:fgabe

1 
in einer multirnode.len Hischung auch alle ent­

haltenen Korn:poneuten z u f in<lcn, wi rd nicht imi.10r eclöst 

(Dild 16). Doch sind auch sehr r:;t1 t 0 E1~p.;elmit3SO z,n vcrzoich­

ncn ( Bild 30). \·leiterc Untcrsuch~.1nr;en der Ursache dieses 

unterschiedliGhcn Verhaltens 1v"i::irou wünsch.cn::,~fcrt • 

Bei der adaptiven Approximation von Wahrsche:L.nlich~<eits­

dichtcn, insbesondere auch wenn sie nicht ilußerlich er­

kennbar aus mehreren Anteilen bestehen, ist <las Verf3hren 

recht leistungsfähig. Bilder 25 - 29 und 37 - 41. 
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~-2 Nebenergebnis~e 

Die um.fan,!::reichen l :n t er s uchun,1r,en führ t en zu einer Hcihe von 

Nehenergebnisscn. Dazu gehört eine Schranke .für die Wurzeln 

der Gleichung neunten Grndes von K. l'earson /l-16/, die Er­

kenntnis über das Entstehen einer Zweideutigkeit und eine 

heuristische Entscheidungsregel zur ßeseitigung ihrer Aus­

wirkung. Pearsons Untersuchungen über den Symmetrie.fall wur­

den erweitert, seine Ungleichungen zwischen den Formfaktoren 

ergänzt, eine Unterscheidung von 2 Symmetrietypen anhand der 

Formfaktoren vorgenommen. 

Das Pearsonverfahren wurde weiter optimiert durch Anwendung 

der Sturm'schen Kette auf das Pearsonpolynom neunten Grades. 

Es wurde mit li'ordecal-Programmen geklärt, daß man einen be­

sonders einfachen numerischen Algorithmus erhält, wenn man 

voraussetzt, daß sich die Funktionen der Kette um 1 im Grad 

unterscheiden. Diese ßedingung ist nur bei einer Nullmenge 

von Fällen nicht er.füllt. Um auch hier kein fehlerhaftes Er­

gebnis zu erhalten, wird der Algorithmus in diesem Fall ver­

lassen. 

Ge .genüber / 16/ wurde eine Transformation verbessert. Dadurch 

benötigt man zur Bestimmung der Lage der Gipfel und derje­

nigen der ßayesgrenzen nur ein Diagramm. Eine dem Diagramm 

entsprechende numerische Behandlung der Frage nach Zweigip:f­

ligkei t und Exi,stenz von Bayes-grenzen läßt sich zweckmäßig 

auch gemeinsam durch:führen. Eine Ersatzfunktion zur Abschätzung 

der Gip:felzahl /47/ und eine Ungleichung in Verbindung mit 

dem Diskriminantenkriteriurn liefern enge notwendige ßedingun­

gen :für die ZweigipI'ligkeit. 
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9.3 E~1rciterung en 

Ein dynumisches Signii'iknnz~iveau di.irftc eine weitere 

Verbesserung den VerJ'ahrens ermö~_;liclwn. ( -:-· . :.' . ~'. 

Das Grundprinzip des Approximationsvcrfahrcns könnte 

bei anderen Verteilungstypen .1ngewcnde t 1·rcrden, ,renn 

man 

u) ein Z erl e};ttn[~sver:fahren in zwei Komponcnt cn, 

b) eirien Signifiknnztest über die Zugehörigkeit zum gc-

1~nschtcn Verteilungstyp entwickelt. 

Zcrlegungsver:fahren auf'grund der ~lomcnte existieren be­

reits bei einigen Verteilungstypen /7/, /8/ • 

. •io :,1en t e ?.~cinn t o ::-inn , :a.s : er Cahre:1 , , , c1, '.'i; r e :i. ;1cn z ei tvcr­

;ind erl i chcn : ro ;~ ci:. n n~;en r:cn. / h8/ 

\ 
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Symmetrische Mischverteilun~en 

Symme.trie - erkennbar am Versclnrinden dc1· ungeraden :Momente -

kommt bei emprischen Daten nur m:i.t Wahrscheinlichkeit O vor. 

Thcoretis eh sind bei einer 'Mischung von zwei Ko111pouenton zwei 

l•'ällo denkbar: 

Fall 1: z = z = 0,5 1 t 2 

gleichzeitig (sehr selten) 

Fall 2: 
= 0 

Formt man die Gleichung :fUr das dritte Moment (16) unter Ver­

wendung von (14) 

um, so kommt 

= 
2 

[ ( y 1 
2 2 

) + 3 ( 01 - (j2 ) ] ( a 1 ) 

S chJ.i eßt lilan den trivial cn Fall z 
1 

= 0 ( oder z 2 ·- 0) aus, do.nn 

l~ö.nn p J vor~ chwindcn, wenn 

2 
Fall 1: y1 

Da gelten sol.L 'Y2 ~ 0 

folgt tlaraus 

Y1 =-Y2 :: "Y und tr'l 

- Y2 
21 = z2 Y1 :- ·y2 

21 = o,5 und 7- 2 -

und glcich~eitig 

~y - 1 und 

:: cr'2 ':: 0 und v, c ~je n .( 2 0) 

Y.1 
:: auch 

)'i- 'Y2 

0 '5. 
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Die Momente luutcn in diesem Fall 

= 0 

= y2 + er 2 ( a 2) 

= 0 

= y4 + 6 y2 o2
+ 3o 4 

(a3) 

= 0 

Fnl.L 2; 

bedeutet, daß die Mittelwerte beider 

Komponenten gleich sind. Dies ist bei bclicbigen•Mischungsfak­
torcu 

0 
z = 

1 0 und möglich. 

Die Glcichungon für die Momente werden aus (13) bis (19) mit 
·y1 = Y2 = 0 

Po = 1 dcfinitionsgcmHß 

JJ1 = 0 deJ'initionsgcrnüß 

2 . 6'. 2 z 1 ( <rl 2 
2 2 

/'2 - z 1 (j'l'. + 2 2 2 = - ()2 ) + ()2 

.J'3 - 0 

4 4 4 4 4 
JJ4 = 3 z 1 cr'l + 3 :: 2 ()2 = 3z 1 (c\ 02 ) + 3()2 

}15 0 \ .. 

6 6 
(a4) 116 .. 15:zlcr'l •-la 15 z 2()2 

ßerechnung der Parameter der Komponent~n_aus ___ den. :Momenten: 

F::.\ll 1: 

Es stehen 2 GJ.cichunt:;'Jll zur Bestimmung der zwei Unbekannten 

yund o- ztu· V(1rf.tigung. 
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Fnll 2: 

In Fall 2 sind drei Unbekannte. zu bestimmen: z
1

, o 
1

, () 
2 

• 

Da .für kommt man mit den Momenten p.2 •• •l-'s nicht aus, da nur 

zwei nicht identisch verschwinden. 

Lösungen 

Pearson schreibt: {a5) 

{a6) 

und nennt f l Exzess und f 2 Defekt. 

Er setzt voraus, daß bekannt ist, welcher SymmetrieI'.all vorliegt 

(z.B. aus tler Anschauung) und findet neben Lösungs:fo1~111oln in 

beiden Fällen nuch Dedingungen :für E. 1 und t 2 , die cr.fi.i.11 t 

sein müssen, damit eine Lösung existiert. 

Wir haben diese Untersuchung etwas wci tcr,C?;cf'Uhrt, insbesondere 

die Voraussctzun~ der Kenntnis des Typs der Symmetrie fallen­

gelassen und eine Dedingung z;wischon f 1 und €, 2 hergeleitet, 

an der man erkennen kann, welcher Symmet:riofo.ll vorliegt. 

Die von K. Pcai·son abgeleiteten U:ngloichung,)n zwischen f 1 un<l t.?., 
im Fall 2 wurden (nach Beseitigung cine.3 Vor7,eichcnt'chlors) 

in ein Diagran11)1 ( Bil_d A 1) cingctrat;cn. 

Schließlich wurde üherprü:ft, wie sich d:le fiir den unsymmotrischcn 

Fall abgeleitete Pearsonglcichun.~ ( ~!t) hoi Symmetrie v<n:tüi.J.t. 

Zerlegung im -Symmetrie.fall 1: 

Aus ( a 2) und {a3) folgt sofort 

3 P2 
2 

2 4 
}' 4 = ·y {a7) 

4 
)' 1, 2 -- + 3 2 

f' 2 - I' 4 
2 (a8) 



Aus Gl. ( a2) 

02 = V
3 1122 -

= JJ 2 - ·_r--,..-_/1_4 
2 

(a9) 

Durch Einsetzen von (a2) und (a7) in (a5) wird 

+2 :Y 4 . 

Da er' :> O r:a E 1 > -2/3 

weiter, da-y 2 > 0 ,...)e,1 ~ 0 

(alO) 

(nur die letzte ßcdingung findet sich sinngemäß bei K. Pcarson 
/5/ s. 21) 

Bedingung zwischen Ei und e2 im Symmetriefall 1 

6 4 2 2 ~A 6 =,y + 15y 6 + 45-y (f' + 15 d ( a 1 1 ) 

ersetzt man in (all) nach (a2) 

(J 2 \ 2 
-· }12 - 'Y , ·so ergibt sich: 

16 )' 
6 4 3 (al2) 

Jl 6 - - 30 /12 y · + 15 )l 2 

Nun folgt aus (aß) und (a5) 

z if 3 (: 1: 1) 
'Y = 11 2 " 



und durch Einsetzen in (~12) 

Nach {a6) ist 

- E. 2 

worin mit (a5) 

während 
ergibt: 

mit ( il 13) 

+ 5) (i113) 

nach :rn r z er Z 1•Ji :.; c h e n r r) c h nun a 



erlaubt 

. ··10 

<:rlaubt 

Oild J\1: Abhänoiakcit ues Defektes E!z ,,om Exzc5~ e1 
b()i symmetrischP.n Mischvertüilunoen 
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Im Diagramm Bild A 1 erkennen wir, daß der Synunetr:tc:fall 1 auf' 

e:i.ner Kurve c:
2 

= f ( €. l) vorliegt, während Symmetr.i.e .f,:\ll 2 durch 

Bereiche g. ( E.
1 

)<E0 <.h. (€ 
1

) gekennzeichnet :i.st. Das heißt, die l~r-
1 ,.. 1 

eignisse "Es liegt ein Symmetrief'all 1 vor 11 bilden eine Null-

menge in der Zahl ·cter Ereignisse "Es liegt ein Symmctrief'all 

vor". 

Es war 

K. Pearson leitet her: /5/ (S. 24) 

_,,2 
0 2 = J12 1 ' . 

c 2 ± V< c 2-6 t i > 2 + 36 e ~ 
6 C. 1 

~2 
1 

<', 2 
1 

- 6' 2 
2 

Es müssen :folgende Ungleichungen zwischen den E1 und E2 
gelten; damit obi.~c Lösungen existieren: 

i 1) e1 und ~
2 

mUssen gleiches Vorzeichen haben. 

2) Wenn E 1> o, €2 > 0 

dann muß gelten E2>3 E.1(1+ E,1) 

;3) Wenn e 1 < o, E 2 <0 1 ., 
\ 

dann muß s e ·in c < 6 2 E.1 ( l+ 1✓-Ti) 
Zusätzlich existiert eino Lösung, wenn · 

un<l 

Dies ist vor<1ini'acht die Au3::;agc einer Hoi'he von Un~ln., die 

K. Pcarson au'fstellb.! /5/ S. ') r::: ,. "J • Diese Un1;ln, wurden zur besse-

rcn Übcrt·:d.cht iu das bereits tn·Hühnt:e IHlc.l eingetragen. 
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)ic :-;ymmetrieC,ilJ c sind erkennbar am Vcrsclnrinclon der Homontc 

p
3 

und p
5

• Das Pcarsonvcrfahren :für den unsymmetrischen I•'ul 1 

kann nicht angcwf:m.dot werden, schon deshalb nicht, weil das 

Gl'~-Systcm im Symmetriefall 2 unterbestimmt ist. 

Für den Symmt1triefall 1 reicht die Zahl der ßostlmmungsgl'n 

nus und das Verfahren mit Gl. (21) liefert intcrossant~rweise 

eine richtige und eine verkehrte, das Moment p11 nicht reprodu­

zierende Lösung. 

Wegen p
3 

= 0, p
5 

== 0, Ä 
5 

= 0 wird Gl ( 21) nach Kür2en cllt.rch 

pJ zu 
2 

Geben wir mit (a2) und ( aJ) 

~2 -2 
/12 - 'Y + <s' 

~11 6 ,...,.2..., 2 
J 

...., 11 
U4 = y · + y 6' + (Y 

;\.'* 
= Gy4 

wird 6 .- IJ: 4 -8 2 
9 

.... 16 
0 so P2 - 7-y P2 + 15 y P2 - ly = 

leicht als Wurzeln 

Dabei 

2 
p~ -

gehört zu 

y = ~-
() 

2 - f2 

-

(a15) 

P2 

+ P2 

= 

= 

(Doppelwurzel) 

die Hauptlösung nfüalici\ 

w· ,.J 

y = ± y 
,... 2 -- 2 -2 -,, 
y + (J' -y .. ('j"' .. -~ 

ein, 

und man errät 

(a15) 

( at6) 

P2 = -2 -y 

d.h. y und Herden durch die Lci::;ung y und 0-' 
2 . rcprodu 0?."1ort .-
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<S 
2 > 0 wenn rf 

2 > ( 'ff-_1) y2 

Bei dieser LBsung wird p4 nicht richtig r~produziert. 

Zahlenbeispiel: 

~ ,,...., ') 

1/ = 1 t 
~,.. = 1 

-2 ~2 
2 p2 = y + (s' = 1 + 1 = 

~ 11 6 92<f'2 J 
-4 6 J }-14 = y + + (I' = 1 + + - 10 

2 gehört ~2 Zu . p
2 = 1 y= 1 . = 1 , 

Zu 2 
J ~ P2 = y == 

2 
2 V3 ~::; -

r 2 = Y 2 + 0 2 = vr + 2 - l{j = 2 

/·111 = J + 6 v'J ( 2 - rn + 3 ( l1 + l1 VJ + 3) = 6 =I: 10 

Die Nebenlösung verschwindet bei der geringsten Unsymmetric. 

Anstelle der Dopp elH1.u-zel ent .steht ein konjugiert kompl excs 

Wurzelpaar. 

8s emp:fiehlt .sich daher nicht, die Symmetrie:fälle mit Gl (21) 

zu behandeln, sondnrn vorher anhan~ von J-lj; ~ 
1 

und ~ 2 eine 

Fnllunterschci<lung durchzuführen. 
\ 
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Anhan .<~ II 

Sturm'scho Kette. 

Wie bereits auf S.72 gcsagt ·kunn man mit IIill'e dor Sturm'schon 

Kette bestimmen, wieviele Nullstellen ein Polynolil oder ggt·. 

eine in eine unendliche Reihe entwickelte transzendente Funk­

tion zwischen zwei Grenzen hat. 

. ' 

Di«? Sturm' sehe Kette besteht nu.s der Funktion selbst I ihrer 

Abgeleiteten und den negativen Hesten beim gukli<l:i.schcn _'l'cile1·- • 

verfuhren. 

(hl) 

nei Polynomen gibt es schließlich ein H
11

, das nicht mehr von x 

abhängt, Dies ist die Kette: 

An den Grenzen x=x
1 

und x::x
2 

werden d:i..e l•'unktionsworte tlor I~ctto 

f(x 1), f'(x 1), R2{x1) ... Rn 
\ 

(b2) 
f(x 2), f'(x 2), R2(x2) R . n 

berechnet. E"' ~, mun gelten :f( x
1

) '4:0 , f'( x..,) l 0 • 
'"' 

Von clen F unkt ionsh'erton der Ke t t ,~ int-crer; !;i oren nur <.l:i.c Vor­

zci chcn. Ist x
2 

> x
1 

, dann ist die D:i. ·ft'crenz der Zahl der 

Zeichenwechs ~ü bc:i. x=x
1 

und c!erjeni~~cr1 lrn:i. x=-=x~~ gleich der 

Zahl der reellen Wurzeln von f(x) zwi :c;chen x
1 

und x 2 , ohnn 

Hüclodcht auf deren Mul tipLi.zitti t. Mehrfnc tnrurzc ln W<?rden 
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einfach gnz,iih.lt. Als Zeichenwech.sel gelten Übcrgtint~c von+ 

nach - uncl umgekehrt, nuch wenn <lnz~v-isch1Jn l•'unktionen den 

Wert O annehmen. 

Das Verfahren führt bei der Uildung <lor Reste auf sohr 

große Znhlen, ~,iehc nuch /1.7/ S. 157. Man kann jedoch, um 

dies zu vermeiden, jeden Rest durch eine positive Konstnntc 

dividieren. 

Die besten Resultate hinsichtlich des Zahlenboreiches erzielten 

wir mit einer Nor1111.erung dos Koeffizienten der höchsten Potenz 

jeder Kettenfunktion auf+ 1 • 

Wenn alle Wurzeln eines Polynoms vom Graden reell sind, muß 

die Dif.fcrenz der Zeichenwechseln sein. Die Sturm•sche Kette 

besteht <lnnn aus n+1 Funktionen, die Dich um eins im Grad unter-

· scheiden: 

haben den Grad n n-1 n-2 • • • 0 

Die Koeffizienten der Glieder der höchsten Potenz müssen in 

diesem Fall alle gleiches Vorzeichen hnben, denn sie bestimmen 

das Vorzeichen der Funktionen der Kette bei -eo und bei + «> • 

Die Funktionen verlieren also ihren Zcichenwechse~ wenn man x 

von - c0 na,;h + otl ln.u.fon läßt. 

Sind nicht alle Wurzeln reell, dann können sich weniger Funk­

tionen in der Kette cr[$ebun, dies muß nber keinesfalls der Fall 

sein. Siohe 

Dies sei an 

Gegeben ist 

Beispiel (b 11) • 

einem Beispiel erlüutert n:::J 

\ 

f(x) 

Die Funktionen der Kette werden durcl1 eine von mir in Fordecal 

geschriebene f'ro:-rndur erst nll t und im · !•'c.ld Y ahp;espe:ichert. 

Y ( 1 ) c n t h H 1 t f ( x) , Y ( ~~ ) ::: f ' ( x) , Y ( J ) ::: n ,, ( x) um.,.. • ( Auf d i o ... 
ReihcnCol~o der Gr~ßon irt einer Vunktion .hat dnr Uenutzer kei­

nen Eln:fluß) 
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2 3 
Y(ll •AG+ X A2 • t.l X+ X 

2 
Y(Zl •Al! 2 X A2 • l X 

2 
Y(3l • • 9 AO • Al A2 • G Al X+ 2 X A2 

2 2 3 3 2 
Y(4) ~ 162 AO Al A2 + 1 Al A2 - 36 AO A2 • 36 Al - 243 AO 

( h J) 

Es entstehen also, da über den Wert der KocfI'izicnten 

a2 ••• aO nichts ausgesagt ist, n+1=4 Funktionen. 

Wir wollen nun sehen,was geschieht, wenn at 

gesetzt wird. 

3 
Z(3) ~ - 9 AO + 1/3 A2 

(ErHinterung: $ ist der Druckbc :fehl :fi.ir z( J), eval=-:cv,\luuto 

= ersetze in Y( 3) den Koe-f:fizienten t\1 durch-½ n2
2

• :::-=> hn:.LfH 

"Befehl ausgeführt".) 

Es verschwindet das lineare Glied in Y(J) d.11. die Kette 

dürfte nur aur,; drei Funlctioncn he.c:;tchon. In diesem f•'all 

kann .f( x) n :hcht drei reelle Wurzeln haben. 

Jedoch zeigt sich, daß Y(4) keines:fnlls zu O wird. 

3 6 2 
Z(4) • 13 AO A2 - 1/3 A2 - 243 AO 
---------------------------------------

') 

Nnn r;icht, dnß z(/.1) = --J(z(J)),_ :.b;t und tlahur· stets o.i.n 

negatives Vorzeichen hnt, solnngo(~J) i O l~t. 

Dnß uioses Glied ta ·tsHchlich nicht i:mtstelit, z;c:i.gt mnn, 
') 

i.ndc1:1 rnnn vor Erstellung der Kot ten.Cnnld:ioncn n l durch n:~•·; J 

orsctzt. 
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call sturml; 

...... > 
c.il 1 druck y; 

2 2 3 
Y(l) " AO + X 112 ♦ 1/3 X A2· ♦ X 

-------------------------------------
2 2 · 

Y(2) = 2 X A2 + 1/3 A2 + 3 X 
--------------------------------

3 
Y(3) a - 9 AO + 1/3 A2 

(b6) 

Ein zusätzliches absolutes Glied Y(~) verändert die Differenz 

der Zeichenwechselanzohlon nn beiden Grenzen nicht. 

Pie Frageist jedoch, ob Fehler bei dieser Differenz ent­

stehen k6nnen, wenn andere, als absolute Glieder als Funk­

tionen in der Kette zusätzlich vorhanden sind. Der Fall wurde 

an einem automatisch berechnetem Beispiel geklärt. 

Das Beispiel lautet: 

•11•) 
c ,ill stur:nl; 

n ■•) 

call druck y; 

2 3 4 
Y(ll •X+ X A2 • X + X + 1 

2 3 
YC2) • 2 X A2 + 3 X + 4 X + 1 

2 2 
Y(3l • - 12 . X+ 2 X A2 ~ 8 X A2 + 3 X - 15 

2 3 2 
YC•l • 52S A2 • 364 ~ + ~60 X A2 + 32 X A2 - 12S X A2 • 64 A2 • 364 

2 3 4 S G 
Y(S) • 7464~6 A2 • ~453210 A2 + 7S33600 A2 - 3256320 A2 • 327630 A2 + 262144 A2 

Iiierin setzen wir A2 = 0, J75 und e.rhn1ten 



2 3 4· 
ZZCl) •X• .375 X + X + X + 1 

------------------------------------
2 3 

ZZ(2) • .75 X+ 3 X + 4 X + 1 
---------------------------------
ZZ(3) • - 11.25 X - 15 
-----------------------
ZZC4) • - SOG.25 X - 675. 
--------------------------
ZZCS) • 0 

Nan sieht 

zz(4) = 45 • z(J) 

B-ei direkter Berechnung 

cal l sturml; cal 1 druck y; 

•=-•> 
, 

Y(l) •X+ .375 X 
2 3 

+ X 
4 

+ X + 1 
----------------------- .-----------

2 3 
Y(2) • .75 X+ 3 X + 4 X + 1 

Y(3) • - 11.25 X - 15 
------- ·--------------

(b8) 

(b9) 

Nun berechnen wir mit heiclen Ketten die Zahl der Nullstellen 

von Y ( 1) • 

Wir haben dazu fUr x die Werte -dJ und +oo einzusetzen. An die-
\ 

sen Stellen ist :für jede Funktion der Kette nur das Glied mit 

der h~chsten Pot~nz in x maßgeblich: 

Aus ( b8) :folgt 

X= -eo: 

X= +oo: , 

+ + 0 

+ + - - 0 

2 Ze :i.chcnweclrnel 

l Zci'chonHcclrncl 

Nun wi.irde auf' eine Nullstelle schließen. Bei einer Funktion 

li. Graden kc$nnte dies nur eine Dcrührungsstelle sein. 
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Aus (b9) finden wir jedoch 

X = + - + + 2 Zeichenwechsel 

+ + - + 2 Zeichenwechsel 

Also hat die Funktion keine reellen Wurzeln, das mit (b8) 

gewonnene Ergebnis ist falsch. 

Daß nicht etwa die'Formeln (b7) fohlex~aft si~d 1 wenn die Kette 

wirklich aus fünf Funktionen besteht, wurde überpri.ift. 

Ei,n Beispiel für diesen I•'all sei gegeben: A2 = 2 in (b7) 

eingesetzt findet sich in (biO), die direkte Berechnung in 

( b 11) 

2 3 1i 
Z2Z(l) a X+ 2. X + X + Y. + 1 
-----------------------------------

2 3 
Z2Z(2) = li, X+ 3 X + 1i X + l 
---------------------------------

2 
222(3) = - 8. X - 13. X - 15 

ZZZ(5) = 519168. 

\ 

( b10) 

===> 
cal l sturml; 

===> 
call druck y; 

2 3 ,, 
. Y(l) = X + 2. X + X + X + 1 
! ---------------------------------

2 3 
' Y(2),.11,X+3X +liX +l 

2 
Y(3) = - 8, X - 13, X - 15 

( h11) 

.Y(S) = 5191GB, 

Die Anzahl der Zoichen,vechscl ist: 

X = - 00 

:x=+cO 

+ - - - + 

+ + + + 

2 Zeichorn·rer,hscl 

2 Zcichen1-1cch::;el 

Es sind keine reellen Wurzeln von Y(t) vorhanden, obgleich 

Siurm•schc Kette die volle Anzahl von runktioncn,n+1=5, be­

sitzt. ( Dieser F nll wnr in zahlroi cher1 numerischen ßc:i. fJpi c-

1 cn sehr hHuJ:ig.) 
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U.ie Ursache f'i.ir die feh.l<mde Übereinstimmung der direkt 

erzeugten mjt den durch Einsetzen in ciie allgemeine Form 

erzielten Kettenfunktionen im Sonderfall verschwindender 

Koeffizienzen ist eine in allgemeinen Koeffizienten formal 

ausgeführte Division durch Null. Folgerung: Die allgemei­

nen Formeln gelten nicht Dir Sonderfälle. 

Man rechnet die Funktionen der Kette zweckmäßigerweise 

numerisch aus. Man kann dabei auf den häufigsten Fall ab­

stell~n, daß sie sich nur um die Einheit im Grad unterschei­

den. Der Algorithmus läßt sich divisions1.rei gestalten. 

Die umstehend abgeleiteten Formeln täuschen Kompliziertheit 

vor. Er wird so einfach, daß er mit einem Kleinstrechner 

(Olivetti-Programma) durchgeführt werden kann. Eine geeig­

nete Normierung verhindert, daß Koeffizienten zu groß oder 

zu klein werden. Falls die Voraussetzung, daß sich die 

Kettenfunktionen nur um eins im Grad unterscheiden, einmal 

verletzt sein sollte, erfolgt Fehlermeldung. 

\ 

/ 
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~-~-?.~J_:,"i__t. ~11_1111? ~-\1:r __ _ }?e_r _e c~•~~~n~---- ~:~~!.:. Ko c rr_izi cnt et1 der Sturm 1 s eben 

Kette, fUr den Fall, daß sich die Funktionen im Grad um eins 
- --·-·•· .. . .. .. -- ,. · • · . ' ·-· --· •· • •· . . . . . - . -- -· ·· ··- ·····-•·--- ···-- · .. -· - •-- •·• •·- - ·-· ··---.. ..... '"---~-· ·- "••·- ··---··••·••- ··-··-··------··-•·•· ... ---
untcrschciclnn: 

Man hnbe d:i.o Kette: 

ahgef;peichert: 

:f(x),.f''(x), n.
2
(x) . . . im Feld Y 

Y(1):.:f'(x),Y(2) -- f''(x), Y(J) = n,.,(x), ••• ~-
Die Gleichungen (bi) las.sen s ich dann schreiben 

Y(i) = Q. 
1 

• Y(i+1) - Y(i+2) 
. l.+ 

Die nachfolgende Kettenfunktion Y(i+2) entsteht also als 

negativ zu nehmctider Divisionsrest aus den beiden vorher­

gehenden. 

Y(i) Y(i+1) = Q 
i+1 

Y(i+2) 
Y(i+1) 

Wenn sich die Ketten.fnnktioncn alle um eins im G.racl unter­

scheiden, dann kann mnn f'ür ein beliebiges i schreiben: 

Y(i) n n-1 
= a X + ü X o 1 

Y(i+1) = 

Q. 1 = c_lx + c2 i+ 

Y( 1+2) = 

\ 

Darin ist 

n-2 
X 

et -

c2 

+ ••• 

n. 
0 

~ 
a · 

1 
= 

+ d n 

und 

cl b2 0 

b1 

b1 

+ • • • + 

b 
n 

-

Q 
i 1- 1 

uud damit ai.1ch <ler Res l; Y( i+2) · 

a1 ab„ 
0 ,. 

b1 
') 

b ... 
1 

enthalten keine 

Division mehr, wenn mi\n den Divisor mit dem Quadrat 

Kocf'fizicntcm der höchsten Poten;-. multipliziert. 



tJÜ 

Dies ist beim Stu.r:-111 1 schon Vor1:ahren 

zulässi~~, da nur die Vor'.,:cichen inter­

essieren und e:Lne ~iultiplikation mit 

einer positivon Zahl ungeHndert lHßt. 

AuE diese Weise gelangt mnn zu allgc­

moinon Formeln für die divisionsErcie 

Dorcchnung der d...,, clJ . . . d aus den .. n 
a o' a1, • • • a uncl b 1, b')' • • • b . 

11. ,-... n. 
Die Formeln 1-rcrclen dadurch über-

haupt erst übersichtlich. 

\ 

N 

} 
.0 

0 .. 
N 

u .... 
.0 .... ., 

+ 
>( .... } ... 

..0 u 
0 .. 

..... 
C 

..0 

+ 
)( .... 

1 
C 

.a 

+ 

+ ,., 
1 
C 

)( 

M 
.0 

+ 
N 

1 
C ,. 

N 
n 

+ 
.... 

1 
C 

>( ... 
.0 

)( 

0 
C: 

., .. C ,, 
N ... .. 

..0 .t> 

+ ·► 

+ 
M. 

1 
C 

X 
M ., 

N + .. 
..o· 

N 
1 + 
" ><' N 

0 1 .. C 
M >( 

N JJ .. , .., .~ N .. 
..0 ·► 

+ ··• 
1 ... C 

1 :< 
C <) 

)( ... 
··• N .~ .u 

N ... .D ... 
·► ·• C 

C )( 

>( 
,, 

0 
., .. , 

N N 
r• .. 

·" .,1 

r,;:.-1 
N ., 
0 ., 

.. 
.n ... .. 
~ 

C .., 
C 

"O 
1 ..... ... .., 

C .. 
rl 

.a 
'---' 

+ 

,c 

1--1 ..... 
N .., 
0 .. 

1 ... 
.0 ... .. ~ ... 

1 
C 

.0 ... 
1 
C ..... -u 

C 1 
.0 

0 .. 
0 

"' ... 
N .0 

.0 ... 
C 1 

.0 C .. 
.... ... 

C .. .a 
"' .. 1----J 

N .a .... C + 
.a ..0 

+ + ,. ,. 
+ ..... 

0 0 ,., .. .. 
C N 1 

.0 .a C .... .... >C 

.a 1 ,--, 1 C: ... .0 ..... 
1 1 N 
C .. .a .., .a 0 ... ... ... 

.a "' 1 ... ... 
1 .a 

+ C ... 
.n "' ~ ~ 

+ M .., 
1 

+ 
M ..... 

1 ·~ 
C + .0 ,. M 0 ..... 1 .. 

0 C 

"' X 
<q ..... 

..0 0 ... ... "' .0 

.0 N 
.., 

1 .n .. 
M M ... .. .0 

N 1 ~. ... .. 
..0 "' .. + 

.0 
+ .... 

..0 N 
N 1 
1 C 
C + )( 

)( N ,--, ..... 1 
0 C: .. ,. 0 
M ..... ., 

.n 0 N .... ., ..0 

.o N 1 
1 N 

.n r◄ 
N 1 "' .. ... .. 

N ... .n .... .. ~ 

.n n N ..... .n 
.0 

+ .. + 
1 ..... 
.: .. 0 

)( 1 ., 
C M 

0 )( .n 
"' N 0 1 
.0 ... .. .. N n 
n .a N ... ... 

.0 ~ 
1 ... .. ... .n ., .. .___, 

N N .. ... .. , .,, • ..... 
N 

·• 
~ 

.... 
~ ... 
1 
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Dio Koeffizienten <l,, ••• d lnssen sich leicht bnrochnen. ... n 
Für jedes Y(i+2) bestimmt man zunächst c 2 = a 1b

1 
- n

0
h 2 , 

weiterhin sind a
0 

und b
1 

in allen Koeffizienten d enthalten. 

Um sie z.13. auf einem Kleinstrechner zu bestimmen, hnt mnn 

nur a
0

, b
1

, o.
1 

und h 2 einzugeben und a
0

, b
1 

und c 2 zu 

speichern. Für J"edes i= 2 ••• n sind dann n., b. und 
l. l. 

b. 1 einzugeben. Mit vier Multiplikntionen und zwei Sub-
1+ 

traktioncn wird der KoeE.fizient d. gebildet. Anstelle von 
J. 

bn+t ist O zu setzen. 

Wird in einem Y( i+2) mit n > 2 d,, = 0 , so wi.irde beim nächs ·tcn ... 
Schritt der Gültigkeitsbereich des Algorithmut verlassen, dn 

sich der Divisor vom Dividenden um mehr als eins im Grad 

unterschiede. Dies ist nur dann unschücllich .fi.ir die Di.C.fe­

renz zwischen den Zeichen,-rechselanzahlen, wenn n=J war, ·wenn 

also Y(i+2) durch <l=O zum absoluten Glied-wurde. 

In allen Füllen <l=O bei n > 3 muß die Berechnung der }i'unk­

tionen der Sturm'schen Kette abgebrochen werden. - Dieser 

Fall trat bei der praktischen Denutzung unter cu. 200 ge­

rechneten Beispielen :für die Pearsongleichung nur einmal: 

nuf. 

Auch in diesem Fall hätte bei der spliter durchgeführten 

Normierung auf+ 1 :für den Koeffizienten der höchsten Po­

tenz für alle Y(i) mit i> 2 das Unterschreiten der im 

Rechner möglichen kleinsten Zahl vermieden werden können. 

d 2 m.trde also nicht echt, sondern nur fnnt Null. 

Betrachtet man Funktionen Y(1), deren Koeffizienten aus 

empirischen Daten stammen, dann ist der Fall, daß zwei 

Koef'fizienton . eine durch eine Gleichung zu hc:=.chrcibon-

de Relation erfüllen, nur eine Nullmonge unter allen }Iög­

licWceitcn. Nur untei der Dedingung, daß die Koc~fizienten 

gan'.I.; l)ostimmte, durch eine GleichU:ng zu beschrc.i.bencle 

Bcz:i.ehmigen untereinander hnbcn 1 verschwindet aber tl2. 
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\vir benutzen den Al[;ori thmus z.ur Opt.i.1:ücrung der ~Jnrzel­

bo.s ti111mu11g bei der PeGrsongl0ichu11g und sehen :i.m Falle 

des Abbruches vor, nach a _llcnrec.Llen ne~;ntivcn Hnrzeln 

der Gleichung 9ten Grades zu suchen. Dieser FaJ.l wird 

jedoch fast sicher nicht eintreten. 

Abschließend sollen in l•'ordecal l~eschr:i.eb.eno Prozeduren 

zur □ ercchnun~ der Sturm'schen Kette anisegcben uerden. 

Fordecal steht in Dcrlin, Pisa und Grenoble an der 

Ißi\l 360/67 zur Verfügung und über Terminals allen Infor­

matikern <l~r DRD. 

Sturm 1: Procedure; ist vorgesehen für die Erstellung 

der Sturm'schen Kette mit allgemeinen Koeffizienten. 

&BEG STACK 
FORD 
STURMl: PR0CE0URE; 
F=EXPAN0(F); 
G=DERIV(F,Xl; 
Y(ll=F; 
Y(2)=G; 
1 :13; 

E3: A=ll'IG!lP0\l(F,:O; 
ß=HIGHPO\-/(G,Xl; 

BB=C0Er-F(G,Xk•ß); 
K=-0; 

El: AA=C0EFF(F,X••Al; 
F =EX P MIO ( F * B 3 l ; 
K=K+l; 
F=EXPAND._( F-GkAA•X**(A--ß)); 
A=HIGIIP0\HF,Xl; 

ES: 

IF A .Ge:, i3 TllEN G0T0 El; 
KK=(··ll••l~; 
IF KK .EQ. 1 THEN G0TO ES; 
F=EXPAND(F•l3ßl; 

F=-F; 
Y ( 1 l .:F; 

1 F A • EQ. 0- Tl!HI G0TO E2; 
0=F; 
F=G; 
G=0; 
l=l+l; 
G0TO E3; 

E2: nEM0B A,ß,AA,ßß,K,KK; 

END; 



?·lit cxpand ,·rircl <lit~ r•'unktion t•' n ,\ch (lem mnltino1•iinlcn 

und distriln1tiven C,esctz entld.ckolt. In G wird die i\bge­

J.ei.tcte von F n"'ch X gehi.lclct. Diese bei.den Funktionen 

werden in Y(t) und in Y(2) gAspeichcrt. 

I ~ . 1 ' t I I . 1 ( I•' , ~{ ) n A w1r1. · r;n · · 1 ~r, 1po1v . der höchste Exponent von X 

in F festgehalten. 

In der Spr.:1che von Gleichung (bt2) ist A=n, n ist beim 

ersten Durchlau:f (Division v. Y(1):Y(2) F:G) gleich 

n-1, spi:itcr lcann es sich von A um mehr nls 1 untorschei­

den. IJl3 cntlüi.lt den Koe.f:fizienten ller höchsten Potenz von 

G (also bt im .fUr Glnichung (b12) gültigen Fall). 

Ent::;prechcnd tvird in AA der Koef.fizicnt der höchsten Po­

tenz in X in F. Zur Vcrmciclun~~ von Bri.ichen beim Quotienten 

und beim Rest wird der Dividend mit Dß multipliziert. 

Im GcgensAtz zu (b12) erfolgt nicht die Multiplikation 

mit BD
2

, sondern mit DB** (A-ß+1). Das ist in der Regel 

nuch DB >t ,y;_ 2. Die Hult:i.plikution erfolgt schritt,,rnise, 

so oft eine Division erfogt. Die Divisionen werden in K 

mitgezählt. 

Später wird überprüft, ob K gerade oder ungernde ist: 

KK = (-1) * ;-J: K 

IF KK • EQUAL. 1. THBN ••• 

War die Anzahl ungorn<le, so erfolgt eine weitere Multipli­

kation ~it Dß. Auf diese Weise ist gesichert, daß der Di­

vidend mit •3iner positiven Zahl multipliziert wurde. 

Hit F :: EXPAND (F - G*AA :~X~---;.: (A-B)); wird das erste 

Glied des\ Quotienten A:\ )!<X* ~K ( ,\-I3) mit dem Divisor G 

muJ. tipl:i. ziert und vom Dividenden F subtrnhicrt. ( Eir;cnt­

lich wlire dns erste Glied des Quotienten 

AA ( ) 
ßll :et X ;1< * ;\ -13 ' 

abnr F ,.;nrde ja m:i.t nn multipli,-..lcrt.) Anschließend wird 

iibcrpri.ift, ob der Hcst von hc.ihercr orler :;leicher Potenz 

in X ist, ,-ric de:r Divisor • GE. = _r~ro:tter or <Jc:pinl. Ge­

r;cbcnenLd. ls ,drcl erneut mi. t Bi mul t:i.pliz:i.ert und durch 

Y(i+l) divicl:i.or-t. 



Schlief\Li.ch steht :i.n F der nogat:i.v zu nnhmen<.lc Hcst 

E5: F' = -F; 

Ist der Hcst c:i.n aln;olutcs Glied: A==O, dann ist mnn am 

Schluß ,n\goL:mgt, die Objekte A,B,AA, ••• ,-.erden entfernt 

(REMOB = removc objccts), ma Speichcrplat:z. in der Ii'reelist 

filr weitere Operationen zu gm'lin:ncn. 

No.rmalnr~•;ciBe wird der Hest jedoch zum Divisor un<l der vor­

herige Divisor z.um Dividenden: 

n = F· 
' 

F' = G j 

G = ß· , 

Danach erfolgt ein neuer Durchlauf. 

Dieses Pror;r;_,mmbc:i.spiel 7.elgt dio Lcistungsfiihigkei t des 

Formcl-}lnnipulior-Systet:1s. 

Eine Anlc:i. tung :.-.:;u seiner ßcnut?.uu.~ findet man in einer 

Vcrö:fff~ntlichung von A. Lf1.pl.:1.ce et.al. /21/ S. 2G. 
Ein dort mitgeteiltes Programm zu1· Bildung deH größten 

scmoinfHu11cn Teilers (GCD) von zwei Polynomen eignet s:i.ch 

nur 1'Ur solche Polynome, clorcn Koci'.fizicntcn n111aerisch 

get~elrnn sind. Das vorliegende Prograi:m1 hnt, wie Uhri~cns 

auch dns LaplCtce' sehe zur Bestinm!1.mg des GCD nach Besc:i.­

t:Lgung :):i.ncs darin cnthnltcnen Fehlers, einen Nachteil: 

Dei Heclinung mit numerinch t~er;cbenon Koe:f:fizim1tcn können 
\ 

in1'oJ.~~e vnn Rechenungnnnui,;kciten bei der Dif.fcrcnzbiltlun~r, 

klcin:;;Lc Anteile der · vorhcr höch,:;tcn Potenz iihrig bleiben, 

wo durch ein .fal s eher Grnd do.s nc !;i; es vor~~ct~ius cht wird 

und dnr; Ver:C'nhren versa~-~(;. D:i.o:-; ,-:urclo in einer numerischen 

Version: 

ror Potcu,~ ist als dns G.liecl des Divisor.'>, andnrnfnll::; 



Außerllcrn ist in üieser Version die t)csprochcnc ~-Tormie­

rung nuf + 1 fU.r die Koeffizienten der höchsten Potenz in 

X vorgesehen. 

t.i&EG STACK 
FORD 

S.: PROCEDURE; 
FaEXP,-\111.l( F); 
GaDERIV(F,X); 

Y(l) .. F; 
Y(2) .. G; 
J„3; 

E3: A=IIIGIIPO\-/(F,X); 
B=II I GHPOI/( G, X); 

Bß•COEFF(G,X••ß); 
K=O; 

El: AA=COEFF(F,X••A); 
F=EX?ANO(F„ßß); 
K"K+l; 
F•EXPAND(F-G•AA•X••CA-ß)); 
C=HIGHPO\-:CF,X); 

IF A .Ni:. C TllEN GOTO EG; 
AAA•COEFF(F,X**A); F=EXPANO(F-AAA•X••A)• 
C-HIGHPO\ICF,X); ' 

E6: A=C; 
IF A ,GE. B mm GOTO El; 
KK=(-l)uK; 
IF KK .EQ. 1 THEN GOTO ES; 
F"EXPAND(F*ßß); 

ES: ßßD=AßS(COEFF(F,X••A)); 

1 F A • EQ. 0 Tllf.N GOTO E2; 
f„EXl'i\11D(-F/ßßß) • 
Y(l)=F; ' 
1 "1 + 1; 

S=C· 
F=G; 
G"ß; 

. GDTO E3; 
\ 

E2: Y(l)=-F; 
REMD3 A,B,AA,ßB,K,KK,AAA,3ßD,F,G; 

END; 



Von Intc1~,):-;se ist noch ein Program111 zu1~ Best.imnnq1i~ der n 

Zahl (lcr Zeichenwechsel cler Polynome Y( 1) ••• Y( i) nn 

den Grenzen X1 und X2. ( In der G.: Proccdure wurde X:.:-1; 

X2 = +1 gc.setz;t, da sie l>ci der l~11b:;chcidung über die 

Gipfelzahl benutz;t wurde). 

,r,, :'PROCEDUHE; 
L=l; 
Xl,,-1; 

·X2=1; 
· El: . 

DO J=l TO 1; 
Z(L,Jl=EVAL(Y(J),X,Xl); 

END; 
L=L+l• 

·1F L :EQ. 3 THEN GOTO E2; 
Xl=X2; 
GOTO El; 

E.2: 
00 L=l TO 2; 
K=O; 
A=LOP Z(L,ll; 

00 J=2 TO I; 
F=LOP Z(L,J); 

IF A .LT, 36 THEN GOTO E3; 
'GOTO ElO; 

E3: 
IF F ,LE, 36 TliEtl GOTO E20; 
K=K+l; 
A=F; 
GOTO E20; 

ElO: 

. E20: 

1 F F ,GS, 3G TliEN GOTO E20; 
K=K+l; 
A=F; 

END; 

K(L)=K; 

END; 

:sKC:<l)'-'K(ll; SK(X2)sK(2); $At1Zfll=K(Xl)-K(X2); 

END; 



In G.: ProctHlurc ,rnnlcn mit Z(L,Y) '"" EVAL(Y(J) ,X,:C:l); 

die Wert,~ Xi ( und später X:~) :fiir X in Y(J) cingosot.zt 

und diese Znhlcn im Feld Z(1,J) und Z(2,Y) gospcichc.rt. 

Die Zuhl der Zeichenwechsel .kann in Forclecnl 111.i.thllfe 

der Syntnxnnalyse LOP (len<l:ing operntor) .fef;tgnstcllt 

werden •. Negative Zc.\hlen hnlJCn LOP <JG, positive LOP > J6 

und O LOP = JG • Aus den neun t,Iöglichlcciteu die zw·ischen 

den LOP 1 s z,-reie'r AusdrUcko bestehen, geuinnt mnn durch 

Fallunter3cheidung zwei, die einen Zeichenwechsel bedeuten. 

+ 

0 

+ 
0 

+ 
0 

+ 
0 

nämlich + nach -

und - nach+ 

Deim :\u:ftroten VMl O wird keine Ent­

scheidung !~cf'ii.11 t, sondern das vorherige 

Zeichen :r,espoichert. 

Im Fortrnnprogrnmm kann man die Zahl der Zcicllcnwechsel 

nicht ganz so elegant mit der Signn:Hfunlction bestimmen. 

Da sign(O) nicht def'inicrt ist, muß mnn , di.e.:Hrn l•'nll 

ausschließen,z.B. indem mnu den vorhergehenden Ausdruck =tO 

einsetzt • 

\ 
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